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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время в связи с необходимостью получения достоверных 

результатов анализа реальной ситуации и последующего точного и надежного 

прогноза дальнейшего развития ситуации особую актуальность на 

предприятиях и организациях приобретает применение статистических методов 

прогнозирования, в том числе, методов эконометрики, которая исследует 

зависимости между различными экономическими показателями. Особенно 

важны такие методы в финансовых подразделениях предприятий 

и организаций, а также в подразделениях продаж, маркетинга, рекламы и др. 

Цель преподавания дисциплины «Эконометрика» – научить специалистов 

финансовых подразделений, подразделений маркетинга, продаж, рекламы 

методам и моделям прикладного эконометрического анализа как инструмента 

выявления количественных зависимостей в реальных задачах, возникающих 

в их повседневной деятельности. 

При преподавании дисциплины ставятся следующие задачи: 

 ознакомить студентов с основными методами количественной оценки 

экономических процессов и количественного изучения взаимосвязей эконо-

мических показателей; 

 научить студентов формализации постановки практических задач 

и содержательной интерпретации формальных результатов; 

 дать студентам практический опыт применения изучаемых методов для 

решения конкретных практических задач, возникающих в их профессиональной 

деятельности; 

 привить студентам умение самостоятельно изучать учебную и научную 

литературу по эконометрическим методам и использовать накопленные знания 

при решении прикладных эконометрических задач. 

Пособие содержит курс лекций по основным разделам эконометрики: 

парная, множественная регрессия, производственные функции, системы 

эконометрических уравнений и временные ряды. 

Для закрепления материала представлены варианты контрольных работ. 

Для выполнения контрольных заданий по 10 вариантам рассмотрены типовые 

задачи. 

Пособие предназначено для студентов очной формы обучения, а также 

для студентов заочной формы обучения для самостоятельного изучения 

дисциплины. 
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РАЗДЕЛ 1.  

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И СТРУКТУРА ЭКОНОМЕТРИКИ 

1.1. Определение эконометрики 

 

Термин «эконометрика» появляется в литературе в начале двадцатого 

века и означает «эконометрические измерения». Сначала ее называли 

эконометрией. 

Эконометрия (эконометрика), наука, изучающая конкретные коли-

чественные взаимосвязи экономических объектов и процессов с помощью 

математических и статистических методов и моделей. Эконометрика, как 

и другие «метрики», посвящена развитию и применению статистических 

методов в конкретной области науки и практики – в экономике, прежде всего 

в теории и практике менеджмента [1]. 

Эконометрика – это наука, изучающая конкретные количественные 

и качественные взаимосвязи экономических объектов и процессов с помощью 

математических и статистических методов и моделей (Энциклопедический 

Словарь). Эконометрические методы – это прежде всего методы 

статистического анализа конкретных экономических данных с помощью 

вычислительной техники. Приведем некоторые используемые в литературе 

определения эконометрики. Наиболее часто используют определение эко-

нометрики, которое предложил известный российский ученый С. А. Айвазян. 

Эконометрика – это самостоятельная научная дисциплина, объеди-

няющая совокупность теоретических результатов, приемов, методов и моделей, 

предназначенная для того, чтобы на базе экономической теории, 

экономической статистики, математико-статистического инструментария 

придавать конкретное количественное выражение общим закономерностям, 

обусловленным экономической теорией взаимосвязей экономических явлений 

и процессов. 

В мировой науке эконометрика занимает достойное место. Свиде-

тельством этого является присуждение за наиболее выдающиеся разработки 

в этой области Нобелевских премий по экономике Рагнару Фришу и Яну 

Тильбергену (1969), Лоуренсу Клейну (1980), Трюгве Хаавельмо (1989), 

Роберту Лукасу (1995), Джеймсу Хекману и Даниелю Мак-Фаддену (2000). 

Однако в нашей стране по ряду причин эконометрика не была 

сформирована как самостоятельное направление научной и практической 

деятельности. В настоящее время в России начинают развертываться 

эконометрические исследования, в частности, начинается широкое 

преподавание этой дисциплины. 
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1.2. Структура эконометрики 

 

В эконометрике, как дисциплине на стыке экономики и статистического 

анализа, можно выделить три вида научной и прикладной деятельности:  

а) разработка и исследование эконометрических методов (методов 

прикладной статистики) с учетом специфики экономических данных; 

б) разработка и исследование эконометрических моделей в соответствии 

с конкретными потребностями экономической науки и практики; 

в) применение эконометрических методов и моделей для статистического 

анализа конкретных экономических данных. 

Составные части эконометрики, формирующие эконометрику, приведены 

на рисунке 1. 

 

Рисунок 1 – Структурная схема дисциплин, формирующих эконометрику 

 

Эконометрика рассматривает взаимосвязь различных показателей, 

которые характеризуют финансово-экономические системы. Методы 

эконометрики используются там, где остальные методы математического 

моделирования не дают результатов. С точки зрения кибернетики, 

эконометрика характеризуется множеством входных и выходных 

параметров [9]. Эконометрика имеет дело со сложными зависимостями. 

В общем случае процессы эконометрики можно представить на рисунке 2. 

 

F[X]=[Y][X] [Y]

 

Рисунок 2 – Схема моделирования эконометрических процессов 

 

Переменные делятся на группы: 

1. эндогенные – переменные [Y], которые в каждый момент времени 

могут быть определены с помощью модели; 

Эконометрика 

Математическое 
моделирование 

Статистика Экономика 
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2. экзогенные – входные переменные [X], которые определяют значения 

эндогенных переменных в каждый момент времени. 

При построении экономической модели выделяют набор эндо- и экзо-

генных переменных, и связей между ними.  

Уравнение эконометрики, которое не содержит случайных составляю-

щих, называется балансовым. 

Структура эконометрики и характеристики ее составляющих показаны на 

рисунке 3. 

 
Рисунок 3 – Структура эконометрики 

 

Дисперсионный анализ (ДА) исследует взаимосвязь переменных. 

Исследует степень отклонения результативных данных при моделировании 

эконометрических моделей от исходных табличных. 

При корреляционном анализе ставится задача определить влияние 

факторов на экономические функции.  

В статистике существует понятие индекса – безразмерный коэффициент, 

который характеризует финансово-экономические показатели по сравнению 

с каким-либо периодом. Эконометрика заимствует у статистики метод индексов. 

Однофакторный корреляционный анализ (ОКА) связан с регрес-

сионным анализом. 

 Теоретические основы однофакторного корреляционного анализа 

и регрессионного анализа: большинство явлений, которые существуют в при-

роде, которые показывают взаимосвязь свойств сложных природных систем 

просты по своей форме. 

Методами кибернетики можно доказать, что если система находится 

в состоянии равновесия, то характер связи между переменными в этой системе 

Структура эконометрики 

Дисперсионный 
анализ 

исследует 
взаимосвязь 
переменных 

Регрессионный 
анализ 

строит модели  
в виде 

уравнений, 
связанных 

экономическими 
факторами 

Корреляционный 
анализ 

ставится задача 
определить 

влияние 
факторов на 

экономические 
функции 

Временные 
ряды 

характеризуют 
процессы, 

зависящие от 
времени 

Эконометрические 
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характеризуют 
количественные 

взаимосвязи 
экономических 

параметров 
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будет линейным. Таким образом, целесообразно искать связь в виде линейных 

зависимостей типа ax + b. Однофакторный линейный анализ предусматривает 

поиск таких зависимостей. 

Алгоритм однофакторного корреляционного анализа составляют сле-

дующие этапы: 

1. Вводится величина, которая называется коэффициентом корреляции 

(rxy). Коэффициент корреляции – величина, характеризующая взаимосвязь двух 

свойств сложной социально-экономической системы.  

2. Расчет коэффициента корреляции. Рассчитывается дисперсия, она 

всегда положительна и имеет размерность квадрата признака. 

3. Исследуется среднеквадратичное отклонение Sх и Sу. Оно имеет 

положительное и отрицательное значение, это означает разброс признаков 

влево и вправо.  

4. Ищется коэффициент ковариации: 
   

1

( ) ,
1

,
N

i i

i

X X Y
co x y

Y

N
v



  



  

5. Вычисляется коэффициент корреляции: 
cov( , )

xy

x y

x y
r

S S
 . 

Свойства коэффициента корреляции: может быть в интервале от 0 до 1; 

может быть положительным и отрицательным. 

Таким образом, коэффициент корреляции даже для очень сложных 

величин принимает предельно простые значения и просто вычисляется.  

Сколько данных надо иметь, чтобы вычислить коэффициент корреляции? 

Число данных для расчета этого коэффициента должно быть статистически 

значимо. Если число данных в таблице два, то r = 1, т. к. через две точки всегда 

можно провести прямую. Поэтому две или три точки недостаточно, чтобы 

судить о корреляции между показателями. Для расчета выбирают не менее 5–

6 точек. 

Многофакторный корреляционный анализ (МКА) осуществляет оценку 

взаимосвязи между несколькими показателями.  

Корреляционный и регрессионный анализ тесно взаимосвязаны: 

корреляционный анализ выявляет связи между явлениями или процессами 

(устанавливает степень их коррелируемости), а регрессионный анализ 

позволяет моделировать эти связи на основе отбора наилучших моделей. 

Большинство явлений, существующих в природе и обществе, показывают, что 

взаимосвязи свойств этих сложных систем просты по своей форме. Методами 

кибернетики можно доказать, что, если система находится в состоянии 

равновесия, то характер связи между переменными в этой системе будет 

линейным. 
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Регрессионный анализ строит модели в виде уравнений, связанных 

экономическими факторами. 

Существует два вида регрессионного анализа: 

1. однофакторный (ОРА) (зависимости от одного фактора); 

2. многофакторный (МРА) (социальная или экономическая функция 

рассматривается зависящей от нескольких переменных). 

Временные ряды описывают экономические процессы функциями, 

зависящими от времени и других факторов. 

Существуют однофакторные и многофакторные производственные 

функции. 

Производственные функции необходимы для прогнозирования и анализа 

производства, время входит в производственную функцию в качестве 

независимой переменной. 

Производственная функция однофакторная может быть линейной, 

степенной, экспоненциальной и представлять другие виды. 

Например, функция Гомперца o bty y a , где t – время, a, b – const. 

На рисунке 4 показан график функции Гомперца. 

y

y°  

tI II III IV

 
Рисунок 4 – Кривая Гомперца 

 

На кривой этой функции можно выделить 4 участка: 

I участок – прирост незначительный; 

II участок – прирост увеличивается; 

III участок – прирост замедляется; 

IV участок – приближается к значению y0. 

Таким образом, производственная функция характеризует развитие 

какого-либо экономического процесса, который протекает с ускорением до 

определенного момента времени, а затем тормозится. 
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Производственные функции нескольких переменных описывает 

многофакторные процессы экономики. 

Примером такой производственной функции может служить функция 

Кобба-Дугласа. 

Функция Кобба-Дугласа: y = A0 a
α
b

β
. 

Эта функция мультипликативная. 

a – объем используемого капитала; 

b – затраты труда; 

y – зависимость ресурсов от объема труда и капитала; 

α, β, A0 – экономические константы и параметры модели. 

Эта функция широко используется в макро- и микроэкономике благодаря 

структурной простоте, легко логарифмируется, сводится к прямой. 

 

Временной ряд (ВР) – это совокупность значений какого-либо показателя 

за несколько последовательных моментов или периодов времени. Каждый 

уровень временного ряда формируется под воздействием большого числа 

факторов, которые условно можно подразделить на три группы: 

 факторы, формирующие тенденцию ряда; 

 факторы, формирующие циклические колебания ряда; 

 случайные факторы. 

Основная задача эконометрического исследования отдельного 

временного ряда – выявление и придание количественного выражения каждой 

из перечисленных выше компонент с тем, чтобы использовать полученную 

информацию для прогнозирования будущих значений ряда или при построении 

моделей взаимосвязи двух или более временных рядов.  

ВР используются при моделировании динамических процессов, т. е. 

процессов, зависящих от времени. Часто в литературе вместо термина 

«временные ряды» используют термин «динамические ряды» (ДР). 

Большинство экономических систем – динамические, т. к. их свойство 

зависит от времени. Пример: колебание курса валют, …. 

В финансово-экономической сфере ВР – это последовательность значе-

ний наблюдаемого финансово – экономического показателя, упорядоченного по 

возрастанию (убывании) во времени. 

 

Эконометрические уравнения могут состоять не только из одного 

уравнения, но из целой системы эконометрических уравнений (СЭУ). 

Сложные социально-экономические явления иногда невозможно 

адекватно описать с помощью только одного соотношения (уравнения). Модели 

с одним уравнением не отражают взаимосвязей между объясняющими пере-
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менными или их связей с другими переменными. Кроме того, некоторые 

переменные могут оказывать взаимные воздействия и трудно однозначно 

определить, какая из них является зависимой, а какая независимой переменной. 

Поэтому при построении эконометрической модели прибегают к системам 

уравнений. 

Для оценивания систем одновременных уравнений используются 

специальные методы. 

Эконометрические методы используются в экономических и технико-

экономических исследованиях, работах по управлению (менеджменту). 

Каждой области экономических исследований, связанной с анализом 

эмпирических данных, как правило, соответствуют свои эконометрические 

модели [2]. 

 

Контрольные вопросы по разделу 1 

1. Смысл термина эконометрика. 

2. Первоначальное название науки эконометрики. 

3. Определение эконометрики по С. А. Айвазяну. 

4. Виды научной и прикладной деятельности в эконометрике. 

5. Опишите и охарактеризуйте составные части эконометрики. 

6. Общая схема моделирования процессов в эконометрике. 

7. На какие группы переменных рассматриваемые параметры в процессе 

моделирования эконометрических процессов? 

8. Как называются уравнения эконометрики, не содержащие случайных 

составляющих? 

9. Опишите структуру эконометрики и опишите кратко ее составляющие. 

10.  Что из себя представляет дисперсионный анализ. 

11.  Опишите смысл корреляционного анализа. 

12.  Однофакторный корреляционный анализ (ОКА). 

13.  Опишите алгоритм ОКА. 

14.  Многофакторный корреляционный анализ (отличие от ОКА). 

15.  Смысл регрессионного анализа, его виды. 

16.  Опишите взаимосвязь корреляционного и регрессионного анализа. 

17.  Опишите для чего нужны временные ряды (ВР). Какие факторы фор-

мируют ВР? 

18.  Производственные функции, их разновидности. 

19.  Опишите производственную функцию Гомперца. 

20.  Опишите производственную функцию Кобба-Дугласа. 

21.  Смысл эконометрических уравнений и их виды. 
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РАЗДЕЛ 2.  

ОСНОВЫ ДИСПЕРСИОННОГО АНАЛИЗА 

2.1. Основные понятия дисперсионного анализа 

 

Дисперсия в статистике – это мера, которая показывает разброс между 

результатами. Если все они близки к среднему, дисперсия низкая. А если 

результаты сильно различаются – высокая.  

Дисперсионный анализ (ДА) позволяет оценить, как один из методов, 

степень применимости разработанных эконометрических моделей к практи-

ческому их применению в расчетных исследованиях [9]. 

Дисперсионный анализ представляет собой совокупность методов 

статистической обработки результатов наблюдений, зависящих от различных 

одновременно действующих качественных факторов, и предназначен для анализа 

существенности влияния данных факторов на результаты наблюдений [11]. 

Методы ДА используют при решении следующих задач: 

−  определение дисперсий результатов наблюдений по различным 

факторам; 

−  выбор показателей и критериев для оценивания существенности 

влияния факторов; 

−  оценивание влияния факторов на результаты наблюдений; 

−  определение вклада данных факторов в формирование результатов 

наблюдений. 

Сущность ДА состоит в том, что дисперсия результатов измерений по 

специальным правилам разбивается на независимые слагаемые. Каждое слагаемое 

характеризует влияние того или иного фактора на результаты измерений. 

Когда получена связь между экономическими показателями, мы имеем 

модель. Возникает проблема адекватности этой модели, то есть, правильно ли 

данная модель отражает реальность. Существует много способов проверки 

модели на адекватность. В частности сравнивается отклонения экспери-

ментальных  (фактических наблюдений) от расчетных  (по модели) 

данных (i = 1 ÷ N, N – число наблюдений). 

 

Среднее относительное отклонение 

экспериментальных данных от расчетных: 

1
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В экономике модель считается адекватной, если среднее относительное 

отклонение (ошибка) находится в пределах 5–10 %. 

Каждый раз адекватность оценивают исходя из конкретных условий 

задачи. 

В ряде задач в финансово-экономической сфере. Например, прогнози-

рование прибыльности компании, прогнозирование котировки валют и акций, 

такие точность 5–10 % не всегда удовлетворительна. Потому существуют 

другие методы проверки моделей на адекватность. В частности, сравниваются 

дисперсии. Сравнивание дисперсий называется сравниванием гипотез.  

Мы выдвигаем гипотезу, что зависимость, которая описывает какой-то 

процесс, адекватна. Каждая гипотеза имеет вероятность ошибки. Эта 

вероятность сделать ошибку называется доверительной вероятностью. 

Обычно доверительную вероятность задают в пределах 99 % или 95 %. В 

некоторых случаях, когда требуется исключительная точность, задают более 

высокое значение вероятности. Существуют статистические критерии, которые 

позволяют адекватно оценивать гипотезы. В числе таких критериев так 

называемый критерий Фишера, основанный на сопоставлении отношений 

дисперсий и сравнением с табличными данными. 

 

2.2. Вариации альтернативного признака  

 

В ряде случаев возникает необходимость в измерении дисперсии так 

называемых альтернативных признаков, тех, которыми обладают одни 

единицы совокупности и не обладают другие. Примером таких признаков 

являются: бракованная продукция, ученая степень преподавателя вуза, работа 

по полученной специальности и т. д. Вариация альтернативного признака 

количественно проявляется в значении нуля у единицы, которая этим приз-

наком не обладает, или единицы у той, которая данный признак имеет [9]. 

Пусть p – доля единиц в совокупности, обладающих данным признаком 

(p = m/n); q – доля единиц, не обладающих данным признаком, причем 

p + q = 1. Альтернативный признак принимает всего два значения – 0 и 1 

с весами соответственно q и p. Исчислим среднее значение альтернативного 

признака по формуле средней арифметической: . 

Дисперсия альтернативного признака определяется по формуле: 

. 
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Таким образом, дисперсия альтернативного признака равна 

произведению доли на число, дополняющее эту долю до единицы. Корень 

квадратный из этого показателя, т. е. , соответствует среднему квадра-

тичному отклонению альтернативного признака. Предельное значение 

дисперсии альтернативного признака равно 0,25 при p = 0,5. 

Показатели вариации альтернативных признаков широко используются 

в статистике, в частности, при проектировании выборочного наблюдения, 

обработке данных социологических обследований, статистическом контроле 

качества продукции, в ряде других случаев. 

 

Пример 2.1. В трех партиях готовой продукции, представленной на 

контроль качества, была обнаружена годная и бракованная продукция (табл. 1). 

 

Таблица 1 – Продукция, представленная на контроль качества 

Партия 
Готовая 

продукция, шт. 

Из них продукция 

годная бракованная 

1 1200 800 400 

2 1000 840 160 

3 1100 1000 100 

 

Определим в целом для всех партий следующие показатели: 

1) средний процент годной продукции и средний процент брака; 

2) дисперсию, среднее квадратичное отклонение, коэффициент вариации 

годной продукции. 

Произведем расчет данных показателей на нашем примере. 

Средний процент годной продукции в трех партиях равен: 

 

Средний процент бракованной продукции составил: 

q = 1 – 0,8 = 0,2, или 20 %. 

Дисперсия удельного веса годной продукции: 

σ² = pq = 0,8 ∙ 0,2 = 0,16. 

Среднее квадратичное отклонение удельного веса годной продукции: 

. 

Коэффициент вариации удельного веса годной продукции в общем 

выпуске продукции: 

. 
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Обобщенной характеристикой различий внутри ряда может служить 

энтропия распределения. Применительно к статистике энтропия – это мера 

неопределенности данных наблюдения, которая может иметь различные 

результаты. Энтропия зависит от числа градаций признака и от вероятности 

каждой из них. Энтропия показывает, имеется ли закономерность в концен-

трации отдельных градаций у наименьшего числа позиций или, напротив, 

наполненность распределения одинаковая. При этом сумма вероятностей всех 

возможных исходов равна единице. Энтропия измеряется в битах. 

Показатель энтропии  представляет собой отрицательную сумму 

произведения вероятностей различных значений случайной величины (pi) на 

логарифмы (при основании два) этих вероятностей: 

. 

Если все варианты равновероятны, то энтропия максимальна. Если же все 

варианты, за исключением одного, равны нулю, то энтропия равна нулю. 

Энтропия альтернативного признака (n = 2) при равновероятном распре-

делении (p = 0,5) равна единице: 

. 

Пример 2.2. Расчет энтропии распределения можно показать на выпуске 

продукции различных сортов на одном из предприятий точного машино-

строения (табл. 2). 

 
Таблица 2 – Вероятность выпуска различных сортов продукции 

 

 

 

Энтропия данного распределения равна: 

. 

Энтропия сложной системы вычисляется следующим образом: 

, 

где – вероятность любого возможного состояния сложной системы. 

Показатель энтропии позволяет также измерять количество информации. 

Чем больше информации о случайном событии, тем определение его состояние. 

Чем больше вероятность случайного события pa, тем меньше информации несет 

его осуществление.  

xH
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В случае pa =  1  . 

Следовательно, данное испытание не содержит никакой информации. 

Аналогично и при pa = 0. 

Энтропия распределения интерпретируется как мера рассре-

доточенности вариантов случайной переменной по ее возможным значениям, 

или как мера неопределенности значения реализации. Неопределенность 

значений реализации случайной переменной предусматривает наличие 

некоторого наблюдателя, находящегося в том или ином отношении 

к источнику неопределенности. Очевидно, можно представить ситуацию, 

когда для двух наблюдений степени неопределенности результата одного 

и того же наблюдения со случайными исходами существенно различаются. 

Например, различны результаты голосования при экспертных опросах для 

наблюдателя – участника голосования и наблюдателя, не участвующего 

в голосовании. 

В связи с тем, что верхнего предела энтропия распределения не имеет, 

целесообразно вычислить наряду с абсолютную и относительную величину 

неопределенности. 

 

Относительная энтропия определяется как отношение ее фактической 

величины к максимальной, т. е. 

. 

Это отношение изменяется от 0 до 1 и может быть интерпретировано. 

Чем меньше относительная энтропия, тем меньше неопределенность и выше 

однородность. 

 

2.3. Виды дисперсий в совокупности, разделенной на группы.  

Правило сложения дисперсий 

 

Изучая вариацию по всей совокупности в целом и опираясь на общую 

среднюю в своих расчетах, мы не можем определить влияние отдельных 

факторов, характеризующих колеблемость индивидуальных значений 

признака. Это можно сделать при помощи аналитической группировки, 

разделив изучаемую совокупность на однородные группы по признаку-

фактору. При этом можно определить три показателя колеблемость признака 

в совокупности: дисперсию общую, межгрупповую и среднюю из 

внутригрупповых дисперсий. Общая дисперсия σ² измеряет вариацию 

признака во всей совокупности под влиянием всех факторов, обусловивших 

эту вариацию:  

  0001log1  xH

max: xx HH
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. 

Межгрупповая дисперсия (
2

x ) характеризует систематическую вариа-

цию, т. е. различает в величине изучаемого признака – фактора, положенного 

в основание группировки. Она рассчитывается по формуле: 

, 

где  k – число групп; 

– число единиц в j-й группе;  

 – частная средняя по j-й группе; 

– общая средняя по совокупности единиц. 

Внутригрупповая дисперсия  отражает случайную вариацию, т. е. 

часть вариации, происходящую под влиянием неучтенных факторов и не 

зависящую от признака-фактора, положенного в основание группировки. Она 

исчисляется следующим образом: 

 

По совокупности в целом вариация значений признака под влиянием 

прочих факторов характеризуется средней из внутригрупповых дисперсий :  

. 

Между общей дисперсией , средней из внутригрупповых дисперсий  

и межгрупповой  дисперсией существует соотношение, определяемое 

правилом сложения дисперсий. Согласно этому правилу общая дисперсия 

равна сумме средней из внутригрупповых и межгрупповой дисперсий: 

. 

Согласно этому правилу, общая дисперсия, возникающая под действием 

всех факторов, равна сумме дисперсий, появляющихся под влиянием всех 
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прочих факторов, и дисперсии, возникающей за счет группировочного 

признака. 

Зная любые два вида дисперсий, можно определить или проверить 

правильность расчета третьего вида. 

Правило сложения дисперсий позволяет выявить зависимость результата 

от определяющих факторов с помощью соотношения межгрупповой дисперсии 

и общей дисперсии. Это соотношение называется эмпирическим 

коэффициентом детерминации (η²): . 

Он показывает, какая доля в общей дисперсии приходиться на 

дисперсию, обусловленную вариацией признака, положенного в основу 

группировки. 

Корень квадратный из эмпирического коэффициента детерминации носит 

название эмпирического корреляционного отношения (η): . 

Это отношение характеризует влияние признака, положенного в осно-

вание группировки, на вариацию результативного признака. Эмпирическое 

корреляционное отношение изменяется в пределах от 0 до 1. Если η = 1, то 

результативный признак изменяется только в зависимости от признака, 

положенного в основание группировки, а влияние прочих факторных признаков 

равно нулю. Промежуточные значения оцениваются в зависимости от их 

близости к предельным значениям.  

 

Пример 2.3. Рассмотрим правило сложения дисперсий. Имеются данные 

об объеме выполненных работ проектно-изыскательными организациями на 

предприятиях разных форм собственности (табл. 3). 

 

Таблица 3 – Объем выполненных работ предприятиями разных форм собственности 
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Организация 
Объем выполненных работ на предприятиях, млн руб. 

государственных коммерческих 

1 420 3980 

2 690 6120 

3 790 6030 

4 950 7790 

5 580 5050 

Итого 3430 28 970 
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Алгоритм решения следующий: 

1. Определим средний объем выполненных работ на предприятиях двух 

форм собственности: 

. 

2. Определим средние объемы выполненных работ по предприятиям 

каждой формы собственности: 

; . 

3. Рассчитаем внутригрупповые и общую дисперсии: 

; 

; 

 

 

. 

 

4. Рассчитаем среднюю из внутригрупповой и межгрупповой дисперсии 

по данным, представленным в таблице 4. 

 

Таблица 4 – Расчет и δ² по предприятиям двух форм собственности 

Группы предприятий 
Численность  

предприятий nj 

Средний объем 

выполненных работ, 

млн руб., xj 

Дисперсия объема 

выполненных 

работ σ²j 

Государственные 

предприятия 

5 

 

686 

 

32 504 

 

Коммерческие предприятия 5 5794 1 598 040 

 

Средняя из внутригрупповых дисперсий: ; 

межгрупповая дисперсия: . 
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5.  Найдем общую дисперсию по правилу сложения дисперсий: 

. 

Сопоставив межгрупповую дисперсию с общей дисперсией, рассчитаем 

коэффициент детерминации: 

. 

Коэффициент детерминации показывает, что дисперсия объема 

выполненных работ зависит от формы собственности предприятия на 88,9 %. 

Остальные 11,1 % определяются множеством других неучтенных факторов. 

Извлекая, квадратный корень из коэффициента детерминации, определим 

эмпирическое корреляционное отношение: 

. 

Полученное значение эмпирического корреляционного отношения 

позволяет утверждать, что существует тесная связь между формой 

собственности предприятия и объем выполненных проектно-изыскательных 

работ. 

Для проверки существенности связи между группировочным признаком 

и вариацией исследуемого признака часто используется дисперсионное 

отношение F (критерий Фишера). 

, 

где v1, v2 – число степеней свободы для сравниваемых дисперсий,  

при этом v1 = m – 1; v2 = N – m, где m – число групп, N – число наблюдений. 

Расчетное значение критерия Фишера (Fрасч.) сравнивается с критическим 

(Fкр.), которое определяется по таблице в зависимости от числа степеней 

свободы и уровня значимости. Если Fрасч. > Fкр., наличие связи доказано, так как 

проверяется нулевая гипотеза об отсутствии взаимосвязи признаков, т. е. об 

отсутствии влияния группировочного признака на исследуемый признак. 

В нашем примере Fрасч. = 24, а Fкр = 10,13 при уровне значимости 0,05, т. е. это 

говорит о наличии связи между объемом, что существует тесная связь между 

формой значимости 0,05, т. е. это говорит о наличии связи между объемом 

выполненных проектно-изыскательных работ и формой собственности 

предприятий. 

Правило сложения дисперсий для доли признака. Рассмотренное правило 

сложения дисперсий распространяется и на дисперсии доли признака, т. е. доли 

единиц с определенным признаком в совокупности, разбитой на группы. При 

733818065229168152642

0 
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этом изучение вариации происходит непосредственно при вычислении и ана-

лизе видов дисперсий доли признака. 

Внутригрупповая дисперсия доли определяется по формуле 

. 

Средняя из внутригрупповых дисперсий имеет следующий вид: 

. 

Формула межгрупповой дисперсии имеет следующий вид: 

. 

Доля признака в совокупности определяется по формуле средней 

арифметической взвешенной: . 

Общая дисперсия определяется по формуле . 

Три вида рассмотренных дисперсий связаны между собой следующим 

образом: . 

Это соотношение дисперсий называется правилом сложения дисперсий 

доли признака. 

Зная любые два вида дисперсий из трех, входящих в формулу, можно 

определить дисперсию третьего вида или проверить правильность ее расчета. 

 

Пример 2.4. Имеются следующие данные удельного веса основных 

рабочих в трех цехах фирмы (табл. 5). 

 

Таблица 5 – Удельный вес основных рабочих в трех цехах 
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Цех 
Удельный вес 

основных рабочих, %, pi 

Численность всех 

рабочих, чел., ni 

1 80 100 

2 75 200 

3 90 150 

Итого  450 
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1. Определим долю основных рабочих в целом по фирме: 

. 

2. Общая дисперсия доля основных рабочих по всей фирме в целом равна: 

. 

3. Внутрицеховые дисперсии рассчитаем, применив формулу: 

; ; . 

4. Средняя из внутригрупповых дисперсий будет равна: 

. 

5. Межгрупповую дисперсию определим по формуле: 

. 

Проверка вычислений показывает равенство общей дисперсии сумме 

средней и межгрупповой: 0,154 = 0,15 + 0,004. 

 

Контрольные вопросы по разделу 2 

1. Что исследует дисперсионный анализ? 

2. Что исследует корреляционный анализ? 

3. Что исследует регрессионный анализ? 

4. Разновидности корреляционного и регрессионного анализа. 

5.  Алгоритм однофакторного корреляционного и регрессионного анализов. 

6. Свойства коэффициента корреляции. 

7. Среднее относительное отклонение. 

8. Доверительная вероятность. 

9. Вариации альтернативного признака. 

10.  Дисперсия и энтропия. Относительная энтропия. 

11.  Правило сложения дисперсий. 

12.  Критерий Фишера в дисперсионном анализе. 
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РАЗДЕЛ 3.  

ОСНОВЫ КОРРЕЛЯЦИОННОГО АНАЛИЗА 

3.1. Основные определения и задачи корреляционного анализа 

 

В переводе с латинского слово «correlatio» означает взаимосвязь, 

взаимозависимость. Модели в виде простых уравнений, устанавливающие 

корреляцию между двумя или несколькими переменными называются 

регрессионными. 

Основными задачами корреляционного анализа являются: 

 измерение степени связи двух или более явлений (процессов); 

 отбор факторов, оказывающих наиболее существенное влияние на 

результативный признак на основании измерения степени связности 

между явлениями; 

 обнаружение ранее неизвестных причинных связей. 

Корреляция не выявляет непосредственно причинных связей между 

явлениями или процессами, но устанавливает численные значения этих связей 

и достоверность суждений об их существовании. 

Важнейшим понятием математической статистики является коэффициент 

корреляции – мера взаимосвязи случайных величин. 

 Если случайных величин две, говорят о коэффициенте парной 

корреляции. Если случайных величин несколько, то их взаимосвязь выражает 

коэффициент множественной корреляции. 

Основная особенность его заключается в ограниченности пределами 1  

(–1 < R < +1). Для убывающих зависимостей r отрицательный, для возра-

стающих положительный. 

При проведении корреляционного анализа вся совокупность исследуемых 

данных рассматривается как множество M переменных (факторов), каждая из 

которых содержит N наблюдений:  

Xik – наблюдение i-ой переменной величины k-го фактора (i =1÷N; k=1÷M); 

– среднее значение k-ой переменной. 

Основными средствами корреляционного анализа являются: 

 парные коэффициенты корреляции; 

 частные коэффициенты корреляции; 

 множественные коэффициенты корреляции. 

Парные коэффициенты корреляции опосредованно учитывают влияние 

других факторов. Для исключения их влияния используют частные 

коэффициенты корреляции [5]. 

kX
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Физический смысл коэффициента парной корреляции в том, что он 

характеризует степень взаимозависимости двух величин. 

Для зависимости Y = a + bX коэффициент корреляции – это мера 

линейности Y. Коэффициент корреляции является статистической харак-

теристикой. Его обозначают r или R. Возможные ситуации показаны на 

рисунке 5. 

y

x

y

x

y

xa) б) в)  

Рисунок 5 – Возможные значения коэффициента корреляции 

а) R = 1 – имеет место функциональная зависимость Y = a + bX;  

б) R = 0,6 или меньше – плохая корреляция;  

в) R = 0 – никакой зависимости нет. 

 

Алгоритм расчета коэффициента корреляции для зависимости Y = a + bX 

чрезвычайно прост. 
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где cov(x,y) – коэффициент ковариации, характеризует связь случайных вели-

чин, но в отличие от r может принимать произвольное значение; 

Sx, Sy –  среднее квадратичное отклонение по Х и по Y; 

Dx, Dy –  сумма квадратов отклонений от средней величины (дисперсия) по 

Х и по Y; 

, –  среднее арифметическое Xi и Yi (математическое ожидание). X Y
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При решении уравнения линейной корреляции ŷ a bx   находим 

коэффициенты a и b из системы 

 2

i i

i i i i
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поделили числитель и знаменатель на n. 

А коэффициент а можно вычислить как .
a

a





  Но проще вычислить по 

формуле .a y bx    

Примечание. Отсюда получается формула для вычисления корреляции 

 .
x y

xy x y
r

 

 
   

По определению коэффициент парной линейной корреляции равен 

  

   
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.
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x x y y

r
x x y y
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Если рассмотреть вектора  

   1 1,..., , ,..., ,n na x x x x b y y y y       то cos ,a b a b       

где φ – угол между векторами a  и b , тогда cos ,
a b

a b






 откуда видно, что 

cosr  . Отсюда понятно, что 1 1r   , а вектора a  и b  коллинеарные при 

cosφ=1, φ=0º, или cosφ=–1, φ=180º. А тесная линейная связь между x и y 

достигается при 1r  . 



25 

На рисунке 6 приведена блок-схема алгоритма корреляционного анализа 

для двух факторов Xi1 и Xi2 одинаковой размерности N, описывающих 

различные процессы. В формулах 1–5 заменяем Yi на Xi1 , Xi на Xi2; на ,  

на . 

 

Рисунок 6 – Блок-схема алгоритма расчета коэффициента парной корреляции 

 

Имея множество Xik – наблюдений i-ой переменной величины k-го фактора 

(i=1÷N; k=1÷M), можно попеременно перебрать все парные комбинации и 

определить пары с максимальными R. Для этих пар наблюдений можно 

использовать регрессионный анализ для получения регрессионной модели. 

 

3.2. Множественная корреляция 

 

При проведении множественного корреляционного анализа значение 

коэффициента множественной регрессии вычисляется аналогично (3.1) 
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Расчет дисперсий

(суммы квадратов отклонений

от средней величины)




N

1=i

2

2i2X2

N

1=i

2

1i1X1

)X-(X 
1-N

1
= D

,    )X-(X 
1-N

1
= D

Расчет средних квадратичных

отклонений:

X2X2X1Х1 D = S , D = S

Расчет ковариации




N

1

2i21i1
21

1-N

)X-)(XX-(X
=)X,cov(X

i

Вывод коэффициента

корреляции

R
X1,X2

Расчет коэффициента корреляции

R
X1,X2

=cov(X
1
,X

2
)/(S

X1
*S

X2
)

Конец

222

2

2

2

2

1

2

1

2121

21

MM

MM
XXX

XXXXXX

XXXXXX
R

M





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Практическая значимость уравнения множественной регрессии 

оценивается с помощью показателя множественной корреляции и его 

квадрата – показателя детерминации. 

Показатель множественной корреляции характеризует тесноту связи 

рассматриваемого набора факторов с исследуемым признаком или, иначе, 

оценивает тесноту совместного влияния факторов на результат. Независимо от 

формы связи показатель множественной корреляции может быть найден как 

индекс множественной корреляции [3]: 

1 2

2

... 2
1 ,

m

ост
yx x x

y

R



   (3.8) 

где 2

ост – остаточная дисперсия,  

2

y – общая дисперсия результативного признака. 

Границы изменения индекса множественной корреляции от 0 до 1. Чем 

ближе его значение к 1, тем теснее связь результативного признака со всем 

набором исследуемых факторов. Величина индекса множественной корреляции 

должна быть больше или равна максимальному парному индексу корреляции: 

1 2 ...  ( 1,..., ).
m iyx x x yxR r i m   

При правильном включении факторов в регрессионную модель величина 

индекса множественной корреляции будет существенно отличаться от индекса 

корреляции парной зависимости. Если же дополнительно включенные 

в уравнение множественной регрессии факторы третьестепенны, то индекс 

множественной корреляции может практически совпадать с индексом парной 

корреляции (различия в третьем, четвертом знаках). Отсюда ясно, что, 

сравнивая индексы множественной и парной корреляции, можно сделать вывод 

о целесообразности включения в уравнение регрессии того или иного фактора. 

Можно пользоваться следующей формулой индекса множественной 

детерминации: 

1 2

1 2

2

...2

... 2

( )
1 .

( )

m

m

x x x

yx x x

y y
R

y y


 






  (3.9) 

При линейной зависимости признаков формула индекса множественной 

корреляции может быть представлена следующим выражением: 

1 2 ... ,
m iyx x x i yxR r    (3.10) 

где   i  – стандартизованные коэффициенты регрессии,  

iyxr  – парные коэффициенты корреляции результата с каждым фактором. 
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Возможно также при линейной зависимости определение совокупного 

коэффициента корреляции через матрицу парных коэффициентов корреляции: 

1 2 ...

11

1 ,
myx x x

r
R

r


 


 

где  

1 2

1 1 2 1

2 2 1 2

1 2

1 ...

1 ...

1 ...

... ... ... ... ...

... 1

m

m

m

m m m

yx yx yx

yx x x x x

yx x x x x

yx x x x x

r r r

r r r

r r r r

r r r

   

– определитель матрицы парных коэффициентов корреляции; 

1 2 1

2 1 2

1 2

11

1 ...

1 ...

... ... ... ...

... 1

m

m

m m

x x x x

x x x x

x x x x

r r

r r
r

r r

   

– определитель матрицы межфакторной корреляции. 

 

Рассмотренная формула позволяет определять совокупный коэффициент 

корреляции, не обращаясь при этом к уравнению множественной регрессии, 

а используя лишь парные коэффициенты корреляции. 

 В рассмотренных показателях множественной корреляции используется 

остаточная дисперсия, которая имеет систематическую ошибку в сторону 

преуменьшения, тем более значительную, чем больше параметров определяется 

в уравнении регрессии при заданном объеме наблюдений n. Если число 

параметров при xi равно m и приближается к объему наблюдений, то остаточная 

дисперсия будет близка к нулю и коэффициент (индекс) корреляции 

приблизится к единице даже при слабой связи факторов с результатом. Для 

того чтобы не допустить возможного преувеличения тесноты связи, 

используется скорректированный индекс (коэффициент) множественной 

корреляции. 

 Скорректированный индекс множественной корреляции содержит 

поправку на число степеней свободы, а именно остаточная сумма квадратов 

∑(𝑦 − 𝑦̂𝑥1𝑥2...𝑥𝑚
)2делится на число степеней свободы остаточной вариации  

(n – m – 1), а общая сумма квадратов отклонений 
2( )y y  на число степеней 

свободы в целом по совокупности (n–1). 
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Формула скорректированного индекса множественной детерминации 

имеет вид: 
 

 

2

2

2

( ) / 1
1

( )

ˆ
ˆ

/ 1

y y n m
R

y y n

  
 

 




, 

где m – число параметров при переменных x;  

n – число наблюдений. 

Поскольку  
2

2

2

( )
1

)

ˆ
,

(

y y
R

y y


 






 

то величину скорректированного индекса детерминации можно представить 

в виде:  2 2ˆ 1
1 1 .

1

n
R R

n m


  

 
  

Чем больше величина m, тем сильнее различия между 𝑅̂2и R
2
. 

 

Пример 3.1.  

Предположим, что зависимость расходов на продукты питания по 

совокупности семей характеризуется следующим уравнением: 

1 2
ˆ 0,6 0,27 0,72 ,y x x      

где ŷ  – расходы семьи за месяц на продукты питания, тыс. руб.;  

x1 – месячный доход на одного члена семьи, тыс. руб.;  

x2 – размер семьи, чел. 

Анализ данного уравнения позволяет сделать выводы:  

 с ростом дохода на одного члена семьи на 1 тыс. руб. расходы на 

питание возрастут в среднем на 270 руб. при том же среднем размере семьи;  

 увеличение размера семьи при тех же ее доходах предполагает 

дополнительный рост расходов на питание на 720 руб. Параметр a = 0,6 не 

имеет экономической интерпретации. 

Оценим качество уравнения, приведенного выше. Сначала найдем 

значения парных коэффициентов корреляции (воспользуемся данными 

полученными в примерах): 

1

1

11 57451,818 1225,136 43,182
0,697,

337,625 19,338
yx

y x

y x y x
r

 

    
  

 
 

2

2

22 38700,455 1225,136 30
0,502,

337,625 11,481
yx

y x

y x y x
r

 

    
  

 
 

1 2

1 2

1 21 2 1275 43,182 30
0,092.

19,338 11,481
x x

x x

x x x x
r

 

    
   

 
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Значения парных коэффициентов корреляции указывают на умеренную 

связь объема продаж y с расходами x1 и x2. Межфакторная связь между x1 и x2 

очень слабая. Это говорит о том, что оба фактора являются информативными. 

Теперь рассчитаем совокупный коэффициент корреляции 
1 2yx xR . Для 

этого сначала найдем определитель матрицы парных коэффициентов 

корреляции: 

1 2

1 1 2

2 2 1

1 1 0,697 0,502

1 0,697 1 0,092 0,190

0,502 0,092 11

yx yx

yx x x

yx x x

r r

r r r

r r

    


 

и определитель матрицы межфакторной корреляции: 

11

1 0,092
0,992

0,092 1
r


  


. 

Тогда коэффициент множественной корреляции по формуле 

1 2

11

0,190
1 1 0,899

0,992
yx x

r
R

r


    


. 

Т. е. можно сказать, что 80,9 % (коэффициент детерминации 

1 2

2 20,899 0,809yx xR   ) вариации результата объясняется вариацией 

представленных в уравнении признаков, что указывает на весьма тесную связь 

признаков с результатом. Это указывает на весьма тесную связь факторов 

с результатом. 

Тот же результат (различия связаны с ошибками округлений) для 

коэффициента множественной регрессии получим, если воспользуемся 

формулой (3.10): 

1 2 1 21 2 0,749 0,697 0,571 0,502 0,899yx x yx yxR r r        . 

Скорректированный коэффициент множественной детерминации 

2
2 1 22 1

1 (1 ) 1 (1 0,809) 0,789
1 22 2 1

n
R R

n m

 
       

   
 

определяет тесноту связи с учетом степеней свободы общей и остаточной 

дисперсий. Он дает такую оценку тесноты связи, которая не зависит от числа 

факторов и поэтому может сравниваться по разным моделям с разным числом 

факторов. Оба коэффициента указывают на весьма высокую 

детерминированность результата y в модели факторами x1 и x2. 
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3.3. Частные коэффициенты корреляции 

 

Как было показано выше, ранжирование факторов, участвующих во 

множественной линейной регрессии, может быть проведено через 

стандартизованные коэффициенты регрессии (β-коэффициенты). Эта же цель 

может быть достигнута с помощью частных коэффициентов корреляции (для 

линейных связей). Кроме того, частные показатели корреляции широко 

используются при решении проблемы отбора факторов: целесообразность 

включения того или иного фактора в модель можно доказать величиной 

показателя частной корреляции.  

Частные коэффициенты корреляции характеризуют тесноту связи между 

результатом и соответствующим фактором при устранении влияния других 

факторов, включенных в уравнение регрессии. Показатели частной корреляции 

представляют собой отношение сокращения остаточной дисперсии за счет 

дополнительного включения в анализ нового фактора к остаточной дисперсии, 

имевшей место до введения его в модель.  

В общем виде при наличии m факторов для уравнения 

1 1 2 2 ... m my a b x b x b x       (3.11) 

коэффициент частной корреляции, измеряющий влияние на y фактора xi, при 

неизменном уровне других факторов, можно определить по формуле: 

1 2

1 2 1 1

1 2 1 1

2

... ...

... ... 2

... ...

1
1 ,

1

i m

i i i m

i i m

yx x x x

yx x x x x x

yx x x x x

R
r

R 

 




 

   (3.12) 

где 
1 2

2

... ...i myx x x xR  – множественный коэффициент детерминации всех m факторов 

с результатом;  

1 2 1 1

2

... ...i i myx x x x xR
 

 – тот же показатель детерминации, но без введения в модель 

фактора xi. 

Для двухфакторной модели 1 1 2 2ŷ a b x b x   формула (3.12) примет вид 

1 2

1 2

2

2

2

1
1 ,

1

yx x

yx x

yx

R
r

r



 



1 2

2 1

1

2

2

1
1 .

1

yx x

yx x

yx

R
r

r



 

  

Порядок частного коэффициента корреляции определяется количеством 

факторов, влияние которых исключается. Например, 
1 2yx xr  коэффициент 

частной корреляции первого порядка. 
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Коэффициенты частной корреляции более высоких порядков можно 

определить через коэффициенты частной корреляции более низких порядков по 

рекуррентной формуле: 

1 2 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1 2 1 1 1

... ... ... ... ...

... ...
2 2

... ... ...(1 ) (1 )

i i i m m m i m i i m

i i i m

m m i m i i m

yx x x x x x yx x x x x x x x x x x

yx x x x x x

yx x x x x x x x x x x

r r r
r

r r

      

 

   

  



 

 


  
. 

Для двухфакторной модели 1 1 2 2ŷ a b x b x    данная формула примет вид: 

1 2 1 2

1 2

2 1 2

2 2
,

(1 ) (1 )

yx yx x x

yx x

yx x x

r r r
r

r r


 


  
 

2 1 1 2

2 1

1 1 2

2 2
.

(1 ) (1 )

yx yx x x

yx x

yx x x

r r r
r

r r


 


  
 

Для уравнения регрессии с тремя факторами частные коэффициенты 

корреляции второго порядка определяются на основе частных коэффициентов 

корреляции первого порядка. Так, по уравнению 1 1 2 2 3 3ŷ a b x b x b x   

возможно исчисление трех частных коэффициентов корреляции второго 

порядка: 
1 2 3yx x xr  , 

2 1 3yx x xr  , 
3 1 2yx x xr  , каждый из которых определяется по 

рекуррентной формуле. Например,  

1 2 3 2 1 3 2

1 2 3

3 2 1 3 2

2 2
.

(1 )(1 )

yx x yx x x x x

yx x x

yx x x x x

r r r
r

r r

  



 

 


 
 

Рассчитанные по рекуррентной формуле частные коэффициенты 

корреляции изменяются в пределах от –1 до +1, а по формулам через 

множественные коэффициенты детерминации – от 0 до 1. Сравнение их друг 

с другом позволяет ранжировать факторы по тесноте их связи с результатом. 

Частные коэффициенты корреляции дают меру тесноты связи каждого фактора 

с результатом в чистом виде.  

В эконометрике частные коэффициенты корреляции обычно не имеют 

самостоятельного значения. Их используют на стадии формирования модели. 

Так, строя многофакторную модель, на первом шаге определяется уравнение 

регрессии с полным набором факторов и рассчитывается матрица частных 

коэффициентов корреляции. На втором шаге отбирается фактор с наименьшей 

и несущественной по t-критерию Стьюдента величиной показателя частной 

корреляции. Исключив его из модели, строится новое уравнение регрессии. 

Процедура продолжается до тех пор, пока не окажется, что все частные 

коэффициенты корреляции существенно отличаются от нуля. Если исключен 

несущественный фактор, то множественные коэффициенты детерминации на 

двух смежных шагах построения регрессионной модели почти не отличаются 

друг от друга, 
2 2

1m mR R  , где m – число факторов. 
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Пример 3.2. 

Определим какой из факторов примера с известными коэффициентами 

детерминации оказывает большее влияние на объем продаж y. 

Найдем частные коэффициенты корреляции по формулам 

1 2

1 2

2

2

2 2

1 1 0,809
1 1 0,785,

1 1 0,502

yx x

yx x

yx

R
r

r


 
    

 
 

1 2

2 1

1

2

2 2

1 1 0,809
1 1 0,608

1 1 0,697

yx x

yx x

yx

R
r

r


 
    

 
. 

Т. е. можно сделать вывод, что расходы на рекламу на радио и ТВ 

оказывают более сильное влияние на увеличение объема продаж, чем расходы 

на газету. 

 

Контрольные вопросы по разделу 3 

1. Связь корреляционного и регрессионного анализа 

2. Основные задачи корреляционного анализа 

3. Коэффициент корреляции 

4. Какие значения может принимать коэффициент корреляции? 

5. Алгоритм расчета коэффициента корреляции для линейной однофак-

торной модели 

6. Основные средства корреляционного анализа 

7. Коэффициент ковариации 

8. Какие значения может принимать коэффициент ковариации? 

9. Среднее квадратичное отклонение 

10. Дисперсия  

11. Определение коэффициентов уравнения линейной корреляции мето-

дом Крамера 

12. Блок-схема алгоритма расчета коэффициента парной корреляции 

13. Математическое ожидание 

14. Множественный корреляционный анализ 

15. Коэффициент множественной регрессии 

16. Скорректированный индекс множественной корреляции 

17. Скорректированный индекс множественной детерминации 

18. Цель частных коэффициентов корреляции и их характеристика 

19. Коэффициенты частной корреляции 

20. Как определяется порядок частного коэффициента корреляции? 
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РАЗДЕЛ 4.  

ОСНОВЫ РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА 

4.1. Однофакторный регрессионный анализ 

 

Слово «регрессия» произошло от слова «to regress» – движение 

в заданном направлении. Эту терминологию предложил Гальтон. 

Вопросы приближения табличных функций аналитическими 

зависимостями в математике принято называть выбором эмпирических 

формул. В статистике и экономических исследованиях – выбор регрессионных 

моделей. 

Построение эмпирической формулы слагается из 2-х этапов: 

1) выяснение общего вида этой формулы; 

2) определение лучших параметров ее. 

Рассмотренные ранее интерполяционные и регрессионные модели, 

описывающие табличные данные аналитическими зависимостями – это 

частный случай выбора эмпирических формул. 

В статистике и экономических исследованиях говорят о регрессионном 

анализе: однофакторном (ОРА) и многофакторном (МРА). 

В математическом смысле все это относится к выбору эмпирических 

формул наилучшим образом описывающих те или иные табличные данные. 

Однофакторную регрессию называют еще простой регрессией, 

а многофакторную – множественной. 

Однофакторная регрессия (ОР) представляет собой регрессию 

(зависимость) между двумя переменными у и х, или функция у зависит от 

одного фактора х, т. е. имеем регрессионную модель вида  

. 

Степень приближения у к f называется корреляцией между табличными 

данными и выбранной регрессионной моделью. В этом смысле говорят о том, 

что коррелируют данные с выбранной моделью или нет. 

Любое эконометрическое исследование начинается со спецификации 

модели, т. е. с формулировки вида модели исходя из соответствующей теории 

связи между переменными. Иначе говоря, необходимо установить связь между 

явлениями. Кроме того, из всего круга факторов, определяющих модель 

необходимо выделить наиболее существенные. 

ОР характеризует связь между 2-мя переменными, которая проявляется 

как закономерность в среднем по совокупности наблюдений. 

Например, предположим, что выдвигается гипотеза о том, что величина 

спроса у на некоторый товар находится в обратной зависимости от цены х,  

)(xfy 
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т. е. yх = а – в
.
х. При этом надо учитывать, что остальные факторы 

несущественны. Иначе придется использовать МРА. Допустим: а = 3000, в = 2. 

Таким образом, сростом цены на 1 у. е., спрос в среднем уменьшается на 2 у. е. 

На практике в каждом отдельном i-ом случае величина у складывается из 

двух слагаемых: , 

где yi – фактическое значение величины (результативный признак); 

– расчетное теоретическое значение величины из уравнения регрессии; 

εi – случайная величина, характеризующая отклонение реального значения 

величины от расчетного (теоретического), найденного по уравнению 

регрессии. 

Случайная величина ε называется также возмущением. Она включает 

влияние не учтенных в модели факторов, случайных ошибок и особенностей 

измерения. 

Таким образом, приведенное в примере уравнение зависимости спроса от 

цены точнее можно записать как у = 3000 – 2х + ε. 

Однако обратная зависимость спроса от цены не обязательно 

характеризуется линейной функцией yх = а – в
.
х. Возможны и другие 

соотношения, например: 

. 

Предполагая, что ошибки измерения сведены к минимуму, необходимо 

правильно выбрать математическую модель, т. е. уменьшить ошибки 

спецификации модели. 

В ПР выбор вида математической функции yх = f(x) может быть 

осуществлен тремя методами: 

 графическим; 

 аналитическим (исходя из теории изучаемой взаимосвязи); 

 экспериментальным. 

Графический метод наиболее нагляден. Он основан на визуальном 

наблюдении табличных данных (поля корреляции). 

Аналитический метод выбора типа уравнения регрессии основан на 

изучении материальной природы связи исследуемых величин (признаков). 

Например, зависимость потребления энергии у от объема выпускаемой 

продукции х можно выразить уравнением регрессии вида yх = а + в
.
х (а – не 

связанное с производством продукции; bx – связанное).  

Если разделить обе части уравнения на величину объема выпуска 

продукции (х), то получим зависимость удельного расхода электроэнергии на 

ixi i
yy 

ixy

bxa
y

x

b
аyахy хх

в

х


  1
;;
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единицу продукции 
y

z
x

 
 

 
 от х в виде уравнения равносторонней 

гиперболы:  . 

Экспериментальный метод при выборе уравнения регрессии обычно 

используется путем сравнения остаточной дисперсии Dост , рассчитанной при 

разных моделях, и выборе минимальной. 

Dост = .  

В дальнейшем обозначения y и y
э
 (экспериментальные значения функции, 

табличные значения функции) будем считать идентичными, yx – идентично y
р
 

(расчетные значения функции по регрессионной модели). Соответственно, 

присвоим обозначения «э» и «р» другим параметрам. 

 

4.2. Линейная регрессия 

 

Рассмотрим уравнение линейной регрессии (ЛР): 

y
р
 =а+в

.
х (или у

э
 =a+bх+ε).  (4.1) 

Решение уравнения (4.1) сводится к нахождению параметров а и b. Это 

делается МНК, аналогично нахождению аппроксимирующей линейной 

функции [10]. За критерий принимается Ф = .  

Т. к. , то  
2 min.i

i

Ф    

После расчета производных от Ф по а и b, имеем из полученной системы 

линейных уравнений относительно а и b их значения: 

а y b x  ; 
cov( , )

x

x y

D
b  .   (4.2) 

cov(x,y) – ковариация факторов (признаков) х и у; 

 – дисперсия фактора (признака) х. 

Т. к.  ( ),cov x y yx y x   , а  получим 

2
2

yx y x
b

x x

 



.   (4.3) 

Параметр b называют коэффициентом регрессии, т. к. его величина 

показывает среднее изменение результата с изменением фактора х на 1. 

x

a
bzx 

  


2

2

1
xyy

n

  
i

ii yy min
2рэ

р

i

э

ii yy 

xD

,22 xxDx 
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Параметр а не имеет экономического содержания. Интерпретировать 

можно только знак а. Если а > 0, то относительное изменение результата (у) 

происходит медленнее, чем изменение фактора (х). 

Математическое ожидание величин xi (i = 1, n) обозначается x и вы-

числяется как среднее арифметическое 

 
1

1
.

n

i

i

x x
n 

  .    (4.4) 

Подставив аналогичные выражения в (4.2) и (4.3), получим идентичные 

формулы для вычисления а и b как и при аппроксимации линейной 

зависимостью с коэффициентами а0 и a1. 

Коэффициент корреляции (линейный) вычисляется по формуле: 

 cov ,
,x

xy

y x y

x yS
R b

S S S
      (4.5) 

где ; . 

Если коэффициент b > 0, то . Чем коэффициент корреляции 

ближе к единице, тем выбранное уравнение регрессии более адекватно 

описывает табличную функцию. 

Для оценки качества подбора линейной функции оценивают квадрат 

коэффициента корреляции R
2
, называемый коэффициентом детерминации. 

 

4.3. Последовательность линейного регрессионного анализа 

 

1) Введем значения исходных данных по факторам: xi , yi (i = 1, n). 

2) Найдем математические ожидания (среднее арифметическое): 

1

1 n

i

i

x x
n 

  и 
1

1 n

i

i

y y
n 

   . 

3) Найдем ковариацию факторов x и y (числитель формулы (4.3)). 

4) Найдем дисперсию фактора x (знаменатель формулы (4.3)). 

5) Найдем коэффициенты а и b линейного уравнения регрессии из формулы (4.2). 

6) Найдем коэффициент корреляции по формуле (4.5). 

7) Определим факторную и остаточную дисперсии по формулам (4.8), (4.9). 

8) Определим значения критерия Фишера и сравним с табличными данными 

(табл. 6). Проверим на адекватность при 1 %-м и 5 %-м уровне значимости. 

9) Вычислим среднюю относительную ошибку (в %) по формуле (4.12). 

10) В случае адекватности модели можно использовать для расчетов и про-

гнозирования значений функции. 

22 xxSх 
22 yyS y 

10  xyR
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На рисунке 7 приведена блок-схема алгоритма линейного регрессионного 

анализа. 

 

Рисунок 7 – Блок-схема алгоритма линейного регрессионного анализа 

 

4.4. Эластичность линейной парной регрессии 

 

После построения уравнения регрессии 𝑦̂𝑥 = 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑥, возникает вопрос: 

«Какую информацию несет полученное уравнение?». Другими словами, 

возникает вопрос об интерпретации уравнения регрессии, а точнее – его 

коэффициентов [3].  

Параметр b называется коэффициентом регрессии. Показывает изменение 

на b единиц прогнозируемого значения переменной y при изменении 

переменной x на одну единицу. 

Формально a – значение y при x = 0. Если признак-фактор x не может 

иметь нулевого значения, то вышеуказанная трактовка свободного члена a не 

имеет смысла, т. е. параметр a может не иметь экономического содержания. 

Интерпретировать можно только знак а. Если a > 0, то относительное 

изменение результата y происходит медленнее, чем изменение фактора x. 

Начало

Ввод данных:

X
i
, Y

i

(i=1,…,N)

Конец

Расчет дисперсий

(суммы квадратов отклонений

от средней величины)




N

1=i

2

iY

N

1=i

2

iX

)Y-(Y 
1-N

1
= D

,    )X-(X 
1-N

1
= D

Расчет математических ожиданий:

  Y 
N

1
=Y

,    X 
N

1
=X 

N

1=i

2

N

1=i

i





Расчет средних квадратичных

отклонений:

YYXХ D = S , D = S

Расчет ковариации




N

1

ii

1-N

)Y-)(YX-(X
=Y)cov(X,

i

Расчет коэффициентов линейной модели

 
;

,cov

xD

YX
b  XbYa 

Расчет коэффициента корреляции

R=cov(X,Y)/(S
X

.S
Y
)

Расчет критерия Фишера

 2
1 2

2




 N
R

R
F

Расчет средней

относительной ошибки

 
 




рY

YY

N

р100


Расчет по модели

XbaY р

Проверка адекватности

модели по R, по    и по F



38 

Коэффициент b является размерной величиной, и поэтому вычисляют 

коэффициент эластичности по формуле 

𝐸 = 𝑏 ⋅
𝑥

𝑦
, 

который показывает, на сколько процентов изменится в среднем величина y при 

увеличении переменной x на 1 % от своего среднего значения. Для нелинейной 

парной регрессии коэффициент эластичности определяется выражением 

𝐸 = 𝑓′(𝑥) ⋅
𝑥

𝑦
 

и зависит от значения переменной x, при котором вычисляется производная 

'( ).f x  

 

4.5. Критерии адекватности регрессионных моделей 

 

После нахождения уравнения линейной регрессии, проводится проверка 

значимости как уравнения в целом, так и отдельных его параметров. 

Оценка значимости уравнения регрессии в целом дается с помощью  

F-критерия Фишера. При этом выдвигается гипотеза, что коэффициент 

корреляции b = 0, и, следовательно, фактор x не влияет на результат y. 

Предварительно делается анализ дисперсии. Общая сумма квадратов 

отклонений у от среднего значения y  разбивается на две части: факторную 

и остаточную. 

  =  +    (4.6) 

Общая 

сумма 

квадратов 

отклонений 

 

= 

Факторная 

сумма 

квадратов 

отклонений 

 

 

+ 

Остаточная 

сумма 

квадратов 

отклонений 

Если в уравнение (4.1) подставить a из (4.2) получим: 

 .р y b x bx y bх xy b xа         . 

Отсюда видно, что уравнение регрессии зависит только от одного 

параметра – коэффициента регрессии b. Таким образом, факторная сумма 

квадратов отклонений имеет число степеней свободы, равное 1.  

Число степеней свободы остаточной суммы квадратов отклонений 

составляет n – 2. 

Существует равенство между числом степеней свободы общей, 

факторной и остаточной суммами квадратов. 

  
2

yy   
2р yy   

2рyy
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Таким образом, для общей суммы квадратов отклонений число степеней 

свободы составит: 1 + (n – 2) = n – 1. 

Разделив каждую сумму квадратов уравнения (4.6) на соответствующую 

ему степень свободы, получим соответствующие дисперсии: 

Dобщ =  
21

1
y y

n



 ,  (4.7) 

Dфакт = ,  (4.8) 

Dост = .  (4.9) 

Сопоставляя факторную и остаточную дисперсии, получим величину 

, называемую критерием Фишера.  (4.10) 

Вычисленное значение F-критерия считается достоверным (отличным от 

единицы), если оно больше табличного, т. е. F > Fтабл.. Если это условие 

выполняется как при 1 %-ном, так и при 5 %-ном уровне значимости, то можно 

сказать, что значимость уравнения регрессии доказана и модель адекватна 

в смысле критерия Фишера. Значения Fтабл. приведены в таблице 1. 

Значения критерия Фишера можно также вычислить через коэффициент 

детерминации R
2
 по формуле 

, (4.11) 

так как Dфакт = R
2
DyN, а Dост = (1 – R

2 
)DyN /(N – 2). 

Более точно можно вычислить критерий Фишера из следующей 

последовательности преобразований. 

По определению 

 

 

 

   

2 2
2

.

2 2 2 2

.

ˆ ˆ1 1 1

1ˆ ˆ

факт i i

ост i i i

D y y y yn m n m R n m
F

D m m R my y y y y y

      
      

   

 
  

 , 

последнюю формулу получим делением числителя и знаменателя на общую 

сумму  
2

iy y , R
2
 – коэффициент детерминации. Учитывая, что для 

линейной регрессии 
2 2r R , формулу можно написать  

2

2
2

1

r
F n

r
 


. 

Чтобы иметь общее суждение о качестве модели определяют среднюю 

относительную ошибку (в %): 
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Если % средней относительной ошибки меньше 10, то можно говорить, 

что модель адекватна по относительной ошибке. 

В случае, когда коэффициент корреляции больше по модулю 0,8 также 

можно говорить об адекватности. 

Когда все три перечисленных критерия адекватности выполняются, то 

можно говорить об адекватности выбранной регрессионной модели и исполь-

зовать модель в расчетах, а также при прогнозировании, то есть экстраполяции 

вне экспериментальных данных или табличной функции. 

Адекватность регрессионного уравнения, то есть соответствие его 

реальному моделируемому процессу, достоверность его параметров, 

исследуется с нескольких позиций: 

1)  анализируются показатели качества подгонки регрессионного 

уравнения реальному моделируемому процессу; 

2)  проверяются различные гипотезы относительно параметров 

регрессионного уравнения; 

3)  проверяется выполнение условий для получения «хороших» оценок 

методом наименьших квадратов; 

4)  производится содержательный анализ регрессионного уравнения. 

Регрессионные уравнения используются для решения многих задач 

экономических исследований. Наиболее важные – это прогнозирование. После 

получения удовлетворительных регрессионных уравнений, прогнозирование 

осуществляется достаточно просто: путем подстановки в уравнение регрессии 

прогнозного значения аргумента или аргументов. Основная проблема 

в прогнозировании сводится к получению моделей, адекватных исследуемым 

экономическим процессам. Вопрос надежности прогнозов сводится к проблеме 

построения доверительных интервалов прогнозов. 

Ширина доверительного интервала прогноза зависит от следующих 

характеристик: 

–  с ростом остаточной дисперсии уравнения регрессии, ширина 

доверительного интервала прогноза увеличивается, т. е. чем точнее качество 

подгонки регрессионного уравнения, тем надежнее прогноз; 

–  с расширением выборки (с ростом числа наблюдений N) 

доверительный интервал прогноза сужается, то есть, чем больше информации 

используется в прогнозных исследованиях, тем точнее прогноз; 

–  с удалением прогнозного значения аргумента от среднего значения 

выборки, ширина доверительного интервала прогноза увеличивается, что 

вполне согласуется с тем обстоятельством, что с отдалением прогнозного 

периода неопределенность прогноза увеличивается; 

– с ростом вероятности доверительный интервал прогноза расширяется, 

то есть за уверенность мы должны платить расширением области возможных 

значений прогноза. 
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Таблица 6 – Табличные значения F-критерия 

Для уровня значимости  = 1 % 

f2/f1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1  4052,18 4999,50 5403,35 5624,58 5763,65 5858,99 5928,36 5981,07 6022,47 6055,85 

2  98,503 99,000 99,166 99,249 99,299 99,333 99,356 99,374 99,388 99,399 

3  34,116 30,817 29,457 28,710 28,237 27,911 27,672 27,489 27,345 27,229 

4  21,198 18,000 16,694 15,977 15,522 15,207 14,976 14,799 14,659 14,546 

5  16,258 13,274 12,060 11,392 10,967 10,672 10,456 10,289 10,158 10,051 

6  13,745 10,925 9,780 9,148 8,746 8,466 8,260 8,102 7,976 7,874 

7  12,246 9,547 8,451 7,847 7,460 7,191 6,993 6,840 6,719 6,620 

8  11,259 8,649 7,591 7,006 6,632 6,371 6,178 6,029 5,911 5,814 

9  10,561 8,022 6,992 6,422 6,057 5,802 5,613 5,467 5,351 5,257 

10  10,044 7,559 6,552 5,994 5,636 5,386 5,200 5,057 4,942 4,849 

11  9,646 7,206 6,217 5,668 5,316 5,069 4,886 4,744 4,632 4,539 

12  9,330 6,927 5,953 5,412 5,064 4,821 4,640 4,499 4,388 4,296 

13  9,074 6,701 5,739 5,205 4,862 4,620 4,441 4,302 4,191 4,100 

14  8,862 6,515 5,564 5,035 4,695 4,456 4,278 4,140 4,030 3,939 

15  8,683 6,359 5,417 4,893 4,556 4,318 4,142 4,004 3,895 3,805 

16  8,531 6,226 5,292 4,773 4,437 4,202 4,026 3,890 3,780 3,691 

17  8,400 6,112 5,185 4,669 4,336 4,102 3,927 3,791 3,682 3,593 

18  8,285 6,013 5,092 4,579 4,248 4,015 3,841 3,705 3,597 3,508 

19  8,185 5,926 5,010 4,500 4,171 3,939 3,765 3,631 3,523 3,434 

20  8,096 5,849 4,938 4,431 4,103 3,871 3,699 3,564 3,457 3,368 

Для уровня значимости  = 5 % 

f2/f1 1 2  3  4  5  6  7  8  9  10  

1  161,449 199,500 215,707 224,583 230,162 233,986 236,768 238,883 240,5433 241,8817 

2  18,5128 19,0000 19,1643 19,2468 19,2964 19,3295 19,3532 19,3710 19,3848 19,3959 

3  10,1280 9,5521 9,2766 9,1172 9,0135 8,9406 8,8867 8,8452 8,8123 8,7855 

4  7,7086 6,9443 6,5914 6,3882 6,2561 6,1631 6,0942 6,0410 5,9988 5,9644 

5  6,6079 5,7861 5,4095 5,1922 5,0503 4,9503 4,8759 4,8183 4,7725 4,7351 

6  5,9874 5,1433 4,7571 4,5337 4,3874 4,2839 4,2067 4,1468 4,0990 4,0600 

7  5,5914 4,7374 4,3468 4,1203 3,9715 3,8660 3,7870 3,7257 3,6767 3,6365 

8  5,3177 4,4590 4,0662 3,8379 3,6875 3,5806 3,5005 3,4381 3,3881 3,3472 

9  5,1174 4,2565 3,8625 3,6331 3,4817 3,3738 3,2927 3,2296 3,1789 3,1373 

10  4,9646 4,1028 3,7083 3,4780 3,3258 3,2172 3,1355 3,0717 3,0204 2,9782 

11  4,8443 3,9823 3,5874 3,3567 3,2039 3,0946 3,0123 2,9480 2,8962 2,8536 

12  4,7472 3,8853 3,4903 3,2592 3,1059 2,9961 2,9134 2,8486 2,7964 2,7534 

13  4,6672 3,8056 3,4105 3,1791 3,0254 2,9153 2,8321 2,7669 2,7144 2,6710 

14  4,6001 3,7389 3,3439 3,1122 2,9582 2,8477 2,7642 2,6987 2,6458 2,6022 

15  4,5431 3,6823 3,2874 3,0556 2,9013 2,7905 2,7066 2,6408 2,5876 2,5437 

16  4,4940 3,6337 3,2389 3,0069 2,8524 2,7413 2,6572 2,5911 2,5377 2,4935 

17  4,4513 3,5915 3,1968 2,9647 2,8100 2,6987 2,6143 2,5480 2,4943 2,4499 

18  4,4139 3,5546 3,1599 2,9277 2,7729 2,6613 2,5767 2,5102 2,4563 2,4117 

19  4,3807 3,5219 3,1274 2,8951 2,7401 2,6283 2,5435 2,4768 2,4227 2,3779 

20  4,3512 3,4928 3,0984 2,8661 2,7109 2,5990 2,5140 2,4471 2,3928 2,3479 

 

f1 – число степеней свободы большей дисперсии (факторной); 

f2 – число степеней свободы меньшей дисперсии (остаточной). 
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4.6. Последовательность общего построения регрессионных моделей 

 

1. Постановка задачи по рассматриваемому явлению или процессу. 

2. Определение входных и выходных параметров модели. 

3. Отбор исходных данных с использованием корреляционного анализа.  

4. Установление наличия корреляционной связи между переменными. 

5. Выбор математической модели регрессионного уравнения. 

6. Оценка коэффициентов регрессионного уравнения. 

7. Оценка качества подгонки регрессионного уравнения. 

8. Оценка стандартных ошибок для уравнения регрессии. 

9. Экспериментальная проверка модели. 

10. Выводы об адекватности модели. 

11. Эксплуатация модели на конкретной информации, получение про-

гнозов. 

 

 Регрессионный анализ есть смысл проводить, когда коэффициент 

корреляции лежит в интервале от 0,7 до 1. Если коэффициент корреляции 

меньше 0,7, то надежность данных регрессионного и корреляционного анализа 

невысокая. Если коэффициент корреляции равен 0,5 и меньше, то 

регрессионный анализ проводить не надо. 

Регрессионный анализ можно использовать для прогнозирования 

случайных величин. Метод регрессионного анализа позволяет решать задачи 

интерполяции и экстраполяции одновременно, кроме того, существует 

возможность предсказания влияния различных факторов на будущее, если 

в качестве одной из переменных время [2]. Но предсказывать по уравнению 

однофакторного анализа надо осторожно. Прогноз возможен, если условие 

существования системы не меняется. 

Проверка на адекватность – определение насколько наши расчетные 

данные, полученные по регрессионной модели, соответствуют заданным 

экспериментальным, то есть заданной табличной функции, описывающей 

финансово-экономическую систему (процесс, явление). 

 

Пример 4.1. Определить корреляцию между коэффициентом дисципли-

ны труда (Xi) и размером премии (Yi) на N предприятиях, и наоборот, 

определить коэффициенты уравнения регрессии и сделать проверку на 

адекватность в случае наличия корреляционной зависимости (i = 1 ÷ N).  
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i Xi Yi –Xi –Yi ( –Xi)
2
 ( –Yi)

2
 ( –Xi)( –Yi) 

1 1,085 888,40 –0,027 91,02 0,0007 8284,64 –2,457 

2 1,093 1473,45 –0,035 –494,03 0,0012 244065,64 17,291 

3 1,010 1213,45 0,048 –234,03 0,0023 54770,04 –11,233 

4 1,003 595,90 0,055 383,52 0,0030 147087,59 21,093 

5 1,103 725,90 –0,045 253,52 0,0020 64272,39 –11,408 

 

Средние значения  и  определяются по формулам (4.4): =1,058; 

 = 979,42. 

Дисперсии Dx и Dy по формулам (4.2): Dx = 0,0023; Dy = 129 620,075. 

Средние квадратичные отклонения Sx и Sy по формулам (4.5): Sx = 0,047;  

Sy = 360,027. 

Коэффициент ковариации X и Y вычисляется по формуле (4.2):  

cov(X,Y) = 3,321.  

Коэффициент корреляции Rxy вычисляется по формуле (4.5): Rxy = 0,196. 

Коэффициент корреляции равен 0,19 (<0,5), показывает, что между Х и Y, 

не существует никакой зависимости. Поэтому нет смысла проводить 

регрессионный анализ и проверять адекватность регрессионной модели. 
 

Пример 4.2. Определить корреляцию между выпуском продукции, тыс. 

ед. (Xi) и затратами на производство в млн руб. (Yi) на N предприятиях, 

определить коэффициенты уравнения регрессии и сделать проверку на 

адекватность в случае наличия корреляционной зависимости (i = 1 ÷ N).  

В таблице и формулах Y (соответствует Y
э
) – экспериментальные 

значения, Yx (соответствует Y
p
) – расчетные значения. 

Средние значения  и  определяются по формулам (4.4):  = 3,14; 

  = 110. 

Дисперсии Dx и Dy по формулам (4.3): Dx = 1,568971429;  

Dy = 2142,857143. 

Средние квадратичные отклонения Sx и Sy по формулам (4.5):  

Sx = 1,25259; Sy = 46,291. 

Коэффициент ковариации X и Y вычисляется по формуле (4.2):  

cov(X,Y) = 57,457.  

Коэффициент корреляции Rxy вычисляется по формуле (4.5): Rxy= 0,9909. 
 

№ Х Y  YХ Х
2
 Y

2
 YX Y–YX YX–Y  100|Y–YX|/Y 

1 1,1 35 30 1 900 35,29337 –0,29337 –74,7066 0,838193747 

2 2 65 140 4 4900 68,25218 –3,25218 –41,7478 5,003347892 

3 3,9 148 600 16 22500 137,8319 10,16812 27,83188 6,870349608 

4 3,2 105 300 9 10000 112,1973 –7,19725 2,197254 6,854527512 

5 5 180 850 25 28900 178,1149 1,885129 68,11487 1,047294153 

6 3 99 300 9 10000 104,8731 –5,87307 –5,12693 5,932398244 

7 4 150 600 16 22500 141,494 8,506028 31,49397 5,670685071 

X Y X Y X Y

X Y X

Y

X Y X

Y
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Последнее значение коэффициента корреляции показывает высокую 

степень коррелируемости данных. Следовательно, можно заняться подбором 

регрессионной модели и провести регрессионный анализ. Выберем в качестве 

регрессионной модели – линейную, то есть Yx = a + bX. 

Коэффициенты а и b вычисляются по формулам (4.2): а = –4,989620133;  

b = 36,62089813. 

Дисперсия факторная вычисляется по формуле (4.8): Dфакт = 13761,194. 

Дисперсия остаточная вычисляется по формуле (4.9): Dост = 55,2506. 

Расчетное значение критерия Фишера вычисляется по формуле (4.10): 

F = 249,0687. 

Табличные значения критерия Фишера вычисляется по формуле из 

таблицы 6 и равны для уровней значимости 1 % и 5 %: F1% = 16,3; F5% = 6,6. 

Таким образом, F > Fтабл. и модель адекватна по обоим критериям 

значимости. 

Кроме того, средняя относительная ошибка ε, вычисленная по форму-

ле (4.12), составила 4,6 % (<10%), что говорит об адекватности модели по 

относительной ошибке. 

 

4.7. Множественный (многофакторный) регрессионный анализ 

 

Из самого названия многофакторный или множественный регрессионный 

анализ следует, что мы имеем дело уже не с одним фактором, как 

в однофакторном регрессионном анализе, а с множеством факторов. 

Общее назначение многофакторной (множественной) регрессии (этот 

термин был впервые использован в работе Пирсона – в 1908 г.) состоит 

в анализе связи между несколькими независимыми переменными 

(называемыми в литературе также регрессорами или предикторами) 

и зависимой переменной. 

Когда множество величин X и Y зависят друг от друга так, что каждому 

значению одной из них соответствует вполне определенные значения другой, 

то между ними имеется функциональная связь. Эта связь может быть выражена 

уравнением:  

. 

Причем вид этих уравнений определяется характером существующей 

зависимости. 

Иногда приходится иметь дело с такими переменными величинами, 

между которыми существует зависимость, но эта зависимость не является 

вполне определенной: каждому значению одной из величин соответствует 

некоторая совокупность значений другой, причем распределение Y меняется 

)(XfY 
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определенным образом при изменении X. В этом случае связь называется 

корреляционной связью. 

Корреляционная связь величин заключается в том, что при задании одной 

из них устанавливается не одно точное значение, а вероятности различных 

значений другой. Таким образом, зависимость обнаруживается не между 

самими величинами, а между каждой из них и соответствующим ей 

математическим ожиданием другой. 

Корреляционная связь устанавливается на основе статистических методов 

анализа. Она является промежуточной между точкой зависимости, даваемой 

функциональной связью, и совершенной зависимостью переменных. 

Для многофакторного анализа используется метод множественной 

регрессии, когда имеется несколько переменных величин (n факторов) X1, X2, ..., 

Xn и функция отклика Y; между ними ищется корреляционная связь. 

Основная задача множественного регрессионного анализа (МРА) 

сводится к получению математической модели процесса, проверке 

адекватности полученной модели и оценке влияния каждого фактора на 

процесс [9]. 

В основе анализа лежит принцип черного ящика, т.е. установление связи 

между входными и выходными параметрами. 

 

X2 

X1 

Xn 

Y2 

Y1 

Ym 

 

Рисунок 8 – Задача регрессионного анализа, модель черного ящика 

 

Параметры X1, X2, ..., Xn являются независимыми переменными 

факторами. Параметр (Y), характеризующий результаты экспериментов, 

называют параметром оптимизации или функцией отклика. Математической 

моделью процесса называют функции (в общем случае m функций), 

связывающие параметры, характеризующие результаты наблюдений, 

с факторами, варьируемыми исследователем; ее исследование позволяет 

получить новую информацию об изучаемом объекте. 

Приближенную математическую модель процесса, найденную на 

основании экспериментальных данных и представляющую собой конечный 

степенной ряд, называют уравнением регрессии. 
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Поверхность, являющуюся геометрическим обзором процесса, называют 

поверхностью отклика. 

Уравнение для линейной множественной регрессии имеет вид: 

 Y = Аo + А1*X1 + А2*X2 + ... + Аn*Xn + ε  (4.13) 

или                                         0

1

,
n

i i

i

Y A A X 


   ,  (4.14) 

где ε – ошибка аппроксимации. 

Аo, А1, А2, ... , Аn – коэффициенты регрессии, определяющие степень 

значимости каждого фактора. 

Отметим важный физический смысл коэффициентов множественной 

регрессии. Например, коэффициент А1 отвечает на вопрос: на сколько единиц 

в среднем изменяется Y, если X1 изменяется на одну единицу в предположении, 

что X2, ... , Xn при этом сохраняет постоянное значение. 

Для вычисления коэффициентов регрессии используют метод 

наименьших квадратов (МНК). Сущность его, как и в однофакторном 

регрессионном анализе, сводится к определению коэффициентов регрессии, 

обеспечивающих минимум суммы квадратов отклонений опытных данных от 

значений, вычисленных по уравнению регрессии Yрасч., т. е. минимум 

следующей функции: 

  
2

1

n
р

i i

i

U Y Y


  .  (4.15) 

 

Минимум функции находят, приравнивая нулю частные производные: 

0 1 i

U U U
0; 0; 0;

A A A

  

  
     (4.16) 

Выполнение этой процедуры дает возможность составить систему, число 

уравнений которой равно числу неизвестных коэффициентов. Такая система 

носит название системы нормальных уравнений. 

Рассмотрим решение простейшей задачи, когда: 

Yр = Ao + A1X. 

Запишем выражение для функции (4.15): 

    
2

0 1 0 1

1

, min ,
N

э

i i

i

F A A Y A A X


     (4.17) 

где Y
р
, Y

э
 – расчетное и наблюдаемое (экспериментальное) значение функции 

отклика, соответственно. 
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Из математического анализа известно, что минимум функции достигается 

при равенстве нулю ее производных, следовательно, дифференцируя функцию 

по А0 и Аi получим систему уравнений (4.18). 

0
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0
i
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F

A










 



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  (4.18) 
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  . (4.19) 

Откуда следует цепочка систем уравнений: 

0 1 1

1 1 1

2

0 1 1 1 1

1 1 1

N N N
Э

j j

j j j
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Э

j j j j
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  , 

из которых следует система:  

0 1 1

1 1

2

0 1 1 1 1

1 1 1

N N
Э

j j

j j

N N N
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  . (4.20) 

Решение последней системы приводит к следующим уравнениям. 

Нетрудно показать, что в этом случае из последних систем вытекают 

уравнения линейной регрессии. Это можно проделать самостоятельно. 
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 . (4.21) 

Для множественного анализа задача МНК существенно усложняется. 

Условие МНК для (4.13) следующее: 



48 

1

1

2

2

i

i

0

....

F

A

F

A

F

A













 
 
 
 
 


 
 
 
 
  

,  (4.22) 

где  0

0

.
N

э m

i

i

F Y A X


   

Для начала ограничимся линейным случаем m = 1, т. к. нелинейные 

регрессионные модели всегда можно свести к линейным, путем замены 

координат (т. е. линеаризовать). Дифференцируя функцию F в (4.22), получим 

систему уравнений, которую можно получить иным путем. Составим таблицу 

экспериментальных данных, при этом выделяем основные факторы и функцию 

отклика. Составляется эта таблица так: 

 

Таблица 7 – Опытный материал зависимости Y от экспериментальных факторов 

№ Х0 Х1 Х2 ... Хn Y 

1 1 Х11 X12 ... Xn1 Y1 

2 1 Х21 X22 ... Xn2 Y2 

... ... ... ... ... ... ... 

j 1 Х1j X2j ... Xnj Yj 

 

где Xo – так называемая фиктивная переменная, равная 1 во всех опытах, 

введенная для удобства вычислений. 

Из таблицы 7 легко получить систему уравнений МНК. 

Рассмотрим это на примере трехфакторной функции: 

Y = AoXo + A1X1 + A2X2 + A3X3. 

Такая функция, например, может быть получена в химии при изучении 

зависимости выхода продуктов реакции Y от соотношения компонентов 

сложного катализатора X1, X2, X3, и в фармакологии при изучении массового 

содержания компонента в крови от соотношения лекарственных препаратов 

и тому подобное. 

Система уравнений регрессии составляется так: 

 берут уравнение для строки таблицы экспериментальных данных в сле-

дующем виде: 

AoXoj + A1X1j + A2X2j + A3X3j = Yi,  (4.23) 

где j – номер строки, первый коэффициент выбирается умноженный на 

фиктивную переменную; 
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 умножают последовательно каждый элемент строки (4.23) на Xo и сум-

мируют по всем столбцам таблицы (по всем опытам) и получают 

первую строку системы уравнений; 

 затем проводят аналогичную операцию, умножая последовательно на 

X1j, X2j, X3j строку (4.23), так получают вторую, третью и четвертую 

строку системы уравнений. Имеем: 
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  . (4.24) 

Полученная система уравнений линейна относительно неизвестных 

коэффициентов. 

Алгоритм нахождения неизвестных А0–А3 в системе (4.24) может быть 

стандартный, например, метод Гаусса. 

Предварительным этапом, предшествующим системе (4.24) является 

расчет суммы, поэтому приведенная таблица экспериментальных данных 

должна быть дополнена расчетом соответствующих сумм. Эта таблица расчета 

сумм имеет следующий вид: 

 

Таблица 8 – Таблица расчета сумм для системы уравнений (4.24)  

(S1–S8 – обозначим соответствующие суммы) 

№ оп.  X1j
2
  X2j

2
  X3j

2
  X1j X2j  X2j X3j  X1j Yj  X2j Yj  X3j Yj 

 S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 

1 X
2

11 X
2

21 X
2

31 X11 X21 X21 X31 X11 Y1 X21*Y1 X31*Y1 

2 X
2

12 X
2

22 X
2

32 X12 X22 X22 X32 X12 Y2 X22*Y2 X32*Y2 

. . . . . . . . . 

j X
2

1j X
2

2j X
2

3j X1j X2j X2j X3j X1j Yj X2j Yj
2
 X3j Yj

2
 

 

Далее уравнение регрессии подвергают статистической проверке на 

адекватность выбранной модели. 

 1. По критерию Фишера: 

 1) Вычисляют факторную дисперсию относительно среднего значения 

функции отклика (по экспериментальным данным): 
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Э Э

Э j
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S Y Y


    (4.25) 

где э – среднее арифметическое значение функции для всех точек. 

2) Рассчитывают дисперсию, характеризующую отклонение эксперимен-

тальных точек от найденных по уравнению регрессии. 
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


  (4.26) 

где f = N – Z, число степеней свободы (число опытов минус число 

коэффициентов в уравнении регрессии). 

3) Вычисляют опытное значение величины отношения дисперсий 

(критерий Фишера): 
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Р

S
F

S
   (4.27) 

которое сравнивают с табличным. 

Должно выполняться следующее условие: 

Fр. > Fтабл. 

Если условие выполняется, то модель адекватна. 

Другим важным критерием является среднее относительное отклонение: 
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100
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Э Р
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i i
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где ε – средне-относительное отклонение (в %). 

Адекватными считаются те регрессии, для которых средне-относительное 

отклонение не более 10 %. 

Для линейной множественной регрессии используется коэффициент 

множественной корреляции: 
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2
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,
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i

Y Y
R

Y Y


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
  ,  (4.29)  

если 0,5 < R < 1 , то корреляция существенна. 

Рассмотрим скорректированный индекс множественной линейной 

регрессии. 

 

Y
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Если формулу дисперсионного анализа  
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разделить на сумму по y (слева), то получим  
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Тогда в формуле скорректированного индекса получаем  
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Для расчета числа коэффициентов в зависимости от типа уравнений 

регрессии в литературе известны определенные правила. Обозначим число 

степеней свободы в уравнении (4.15): f = N – q, где N – число опытов; q – число 

коэффициентов. 

Если К – число факторов, то:  

для линейного уравнения q = K + 1; 

для квадратичного 
( 1)

1
2

K K
q


  ; 

для полного квадратичного 
( 3)

1
2

K K
q


  . 

Особенности применения множественного регрессионного анализа: он тре-

бует статистического экспериментального значения значимости коэффициентов. 

Очевидно, при ответе на вопрос о значимости коэффициентов регрессии 

необходимо учитывать ошибку определения коэффициентов регрессии. 

Очевидно, что  

(Ao – Yo) < & , (4.30) 

где  Yo – значение функции отклика при равенстве всех факторов нулю,  

 & – точность измерения функции отклика. 

Если условие (4.30) не выполняется, то коэффициент Ао может не 

учитываться. 

Для оценки значимости остальных коэффициентов справедливо: 

 

   
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

  , (4.31) 

где Si – среднее квадратичное отклонение по i-му фактору. 
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При наличии параллельных опытов, когда есть возможность провести 

несколько измерений функции отклика при одном и том же значении факторов 

Xi, для проверки значимости коэффициентов уравнения (4.24) можно 

использовать формулу (4.32): 

 
 

.

i

j табл

i

A
T T

S A
  , (4.32) 

где [Ai] – абсолютное значение коэффициента i; 

S(Ai) – среднеквадратичное отклонение коэффициента Ai; 

Tj, Tтабл. – текущее и табличное значение критерия Стьюдента, соответ-

ственно. 

Очевидно, что размерность коэффициента регрессии равна произведению 

размерности функции отклика на размерность фактора в минус первой степени. 

Поэтому лучше записывать уравнение в виде (4.24). 

Итак, можем сформулировать следующее правило: 

Размерность 

коэффициентов

Размерность 

функции отклика

Размерность фактора

 в степени (-1)
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
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
  

 [ Ai ] = [ Y ] * [ Xi ]
–1

.  (4.33) 

Несмотря на очевидные достоинства, метод множественного регрессион-

ного анализа имеет ряд недостатков: 

 самый главный недостаток заключается в неединственности функции, 

описывающей зависимость функции отклика от множества факторов; 

 регрессионный анализ требует тщательного эксперимента и самое 

главное полноты эксперимента. 

Вернемся еще раз к физическому смыслу коэффициентов регрессии. 

Во-первых, коэффициенты в уравнении регрессии имеют четкий физи-

ческий смысл только в том случае, если они значимы. 

Во-вторых, коэффициенты регрессии показывают, на сколько единиц 

в среднем изменяется функция отклика при изменении одного из факторов на 

единицу, при условии постоянства всех остальных факторов. 

В-третьих, если мы продифференцируем уравнение регрессии 1 по 

одному из факторов, получим: 

 1 2 n

1 2 n

Y Y Y
A =  , A = , A =

X  X X

  

  
 . (4.34) 

Соотношение (4.34) показывает еще один смысл коэффициентов 

регрессии. Они показывают скорость изменения функции отклика при 

изменении факторов. Ясно, что скорость изменения функции отклика равна 
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нулю в двух случаях: либо Y = const, при изменении одного из факторов, либо  

Y  0. Эти условия накладывают ограничения на применение метода 

регрессионного анализа (МРА), что не всегда возможно в реальных 

экономических и технических системах. 

Теория эксперимента показывает, что минимальное число наблюдений не 

должно быть меньше 2
n
, где 2 – число факторов, т. е. справедливо неравенство: 

N  2
n 
. (4.35) 

Понятно, что существуют системы, где условия (4.35) невыполнимы. 

Наконец следует учесть, что метод МРА целесообразно использовать 

в случае интерполяции, т. е. в работе внутри допустимых значений функции 

отклика и факторов Y1  Y  Yi; X1 < X < Xi. 

Задачи интерполяции, т. е. выхода за эти интервалы, необходимо 

проводить очень осторожно, т. к. экстраполяция нередко приводит к грубей-

шим ошибкам в инженерных расчетах экономических, научных исследованиях. 

Итак, основные недостатки метода МРА: не единственность решения и непол-

нота исходной информации. 

Выше мы покажем, что при изучении сложных и сверхсложных 

экономических и технологических систем можно в некоторой степени 

преодолеть не единственность задачи черного ящика и неполноту 

эксперимента. 

В качестве критерия адекватности линейной регрессии могут быть 

использованы коэффициенты детерминации и корреляции. 

)

   

N
эр 2

2 j

p j=1

YX N2
ээ 2э

j

j=1

(Y  - Y
SY

 B = = , 
SY

(Y  - Y )




  (4.36) 

 YX R = ± B ,  (4.37) 

где  BYX – коэффициент детерминации; 

R – коэффициент корреляции. 

Эти коэффициенты обладают следующими свойствами: 

 
YX

 0  B  1  

0  [R]   1   

  


  
  (4.38) 

Для нелинейной корреляции также исследуется индекс так называемой 

интенсивной связи: 
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N
Р 2 2

j pj э

j=1

YX YX N
э 2

эj эj

j=1

(Y -Y )

R =  B =

(Y -Y )




. (4.39) 

Алгоритм многофакторного регрессионного анализа во многом похож на 

алгоритм однофакторного регрессионного анализа. Он дополняется проверкой 

значимости коэффициентов множественной регрессионной модели. Выбор 

значимых факторов является одной из основных задач многофакторного 

регрессионного анализа. 

 

4.8. Уравнение линейной множественной регрессии  

в стандартизованном масштабе 

 

Уравнение множественной регрессии имеет вид: 

1 1 2 2
ˆ ... .p py a b x b x b x       (4.40) 

При этом следует отметить, что ˆ .i i iy y    

А уравнение в стандартизированном масштабе, это 

1 1 2 2 ... ,y p pt t t t       причем 
1 1... 1, ... 0,

y pt t t y pt t t           

где   , , 1,..., .i

i

xi i
y i i i

y x i

x xy y
t t b i p




  


     

Покажем, как происходит это преобразование. 

Имеем: 

1

1 ... ,
i i pi i

i i i i i
p

y a x x

b b
n n n n n



    
    

 то есть  

1 1 ... ,p py a b x b x       

1 1 1( ) ... ( ),p p py y b x x b x x       

1 1
1

( )( )
... .

p p

p

y y y

x xx xy y
b b

  


    

Учитывая, что  , ,

i

i i
y i

y x

x xy y
t t

 


   получаем  

  1 11,..., , ... .ix

i i y p p

y

b i p t t t


  


      
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Примечание. Использовали, что 

   
1

0.i i in n n
n

       
 

        
 

     (4.41) 

Рассчитаем свойства. 

   1 1 1 1

1 1 1
... ... .

jy y i p pi p p

j

t t t t t t
n n n

   
 

       
 
    

Так как, например,  1 1 1 1

1 1
0,j j

j j

t t x x
n n

      аналогично формуле 

(4.41) в примечании. 

По определению: 

 
2

2 .
i

i
y

y y

n







 

     
2 2 2

2

2

2 2
1.

j j

y

y y y j

j j j y

t

y y

t t t y y

n n n




 

 

    


  
 

     
1

1

1 1

2 2 2

21 1 1 1 1

2

2 2
1.

j j j

xj j j

t

x x

t t t x x

n n n




 

 

    


  
 

 

4.9.  Значимость уравнения множественной регрессии 

 

Значимость уравнения множественной регрессии в целом, так же, как 

и в парной регрессии, оценивается с помощью F-критерия Фишера: 
2

2

1
,

1

факт

факт

ост

S R n m
F

S R m

 
  


 

где Sфакт – факторная сумма квадратов на одну степень свободы;  

Sост – остаточная сумма квадратов на одну степень свободы;  

R2 – коэффициент (индекс) множественной детерминации;  

m – число параметров при переменных x (в линейной регрессии 

совпадает с числом включенных в модель факторов); 

n – число наблюдений. 

 Оценивается значимость не только уравнения в целом, но и фактора, 

дополнительно включенного в регрессионную модель. Необходимость такой 

оценки связана с тем, что не каждый фактор, вошедший в модель, может 
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существенно увеличивать долю объясненной вариации результативного 

признака. Кроме того, при наличии в модели нескольких факторов они могут 

вводиться в модель в разной последовательности. Ввиду корреляции между 

факторами значимость одного и того же фактора может быть разной 

в зависимости от последовательности его введения в модель. Мерой для оценки 

включения фактора в модель служит частный F-критерий, т. е. .
ixF  

Частный F-критерий построен на сравнении прироста факторной 

дисперсии, обусловленного влиянием дополнительно включенного фактора, 

с остаточной дисперсией на одну степень свободы по регрессионной модели 

в целом. В общем виде для фактора xi частный F-критерий определится как 

1 1 1 1

1

2 2

... ... ... ...

2

... ...

1
,

1 1

i m i i m

i

i m

yx x x yx x x x

x

yx x x

R R n m
F

R

 
  

 


 

где 
1

2

... ...i myx x xR – коэффициент множественной детерминации для модели с полным 

набором факторов, 

1 1 1

2

... ...i i myx x x xR
 

– тот же показатель, но без включения в модель фактора xi ,  

n – число наблюдений,  

m – число параметров в модели (без свободного члена). 

Фактическое значение частного F-критерия сравнивается с табличным 

при уровне значимости α и числе степеней свободы: 1 и (n – m – 1). Если 

фактическое значение Fxi превышает 1 2( , , )таблF k k , то дополнительное 

включение фактора xi в модель статистически оправданно и коэффициент 

чистой регрессии bi при факторе xi статистически значим. Если же фактическое 

значение Fxi меньше табличного, то дополнительное включение в модель 

фактора xi не увеличивает существенно долю объясненной вариации признака 

y, следовательно, нецелесообразно его включение в модель; коэффициент 

регрессии при данном факторе в этом случае статистически незначим. 

Для двухфакторного уравнения 1 1 2 2y a b x b x    частные F-критерии 

имеют вид: 

1 2 2

1

1 2

2 2

2
( 3),

1

yx x yx

x

yx x

R r
F n

R


  


 

1 2 1

2

1 2

2 2

2
( 3).

1

yx x yx

x

yx x

R r
F n

R


  


 

С помощью частного F-критерия можно проверить значимость всех 

коэффициентов регрессии в предположении, что каждый соответствующий 

фактор xi вводился в уравнение множественной регрессии последним.  
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Частный F-критерий оценивает значимость коэффициентов чистой 

регрессии. Зная величину Fxi, можно определить и t-критерий для коэф-

фициента регрессии при i-м факторе, 
ibt , а именно: 

.
i ib xt F  

Отсев факторов при построении уравнения регрессии методом 

исключения практически можно осуществлять не только по частным 

коэффициентам корреляции, исключая на каждом шаге фактор с наименьшим 

незначимым значением частного коэффициента корреляции, но и по величинам 

ibt и Fxi. Частный F-критерий широко используется и при построении модели 

методом включения переменных и шаговым регрессионным методом. 

 

Пример 3.3. Оценим надежность уравнения регрессии в целом и целе-

сообразность включения фактора x1 после фактора x2 и x2 после x1 с помощью 

частного F-критерия Фишера. Фактическое значение F-критерия 

2

2

1 0,809 22 2 1
40,158.

1 1 0,809 2
факт

R n m
F

R m

   
    

 
 

Табличное значение F-критерия (0,05;2;19) 3,5219.таблF   Так как 

40,158 3,5219факт таблF F   , то уравнение признается статистически значимым. 

1 2 2

1

1 2

2 2 2

2

0,809 0,502
( 3) 19 30,448

1 1 0,809

yx x yx

x

yx x

R r
F n

R

 
     

 
 

1 2 1

2

1 2

2 2 2

2

0,809 0,697
( 3) 19 11,132.

1 1 0,809

yx x yx

x

yx x

R r
F n

R

 
     

 
 

Табличное значение частного F-критерия (0,05;1;19) 4,3807.таблF   Так как 

1
33,448 4,3807x таблF F    и 

2
11,132 4,3807x таблF F   , то включение обоих 

факторов в модель статистически оправдано и коэффициенты чистой регрессии 

b1 и b2 статистически значимы. 

 

4.10.  Оценка значимости коэффициентов чистой регрессии 

 

Для оценки значимости коэффициентов чистой регрессии по t-критерию 

Стьюдента, как и в парной регрессии, для каждого фактора используется 

формула: 

,
i

i

i
b

b

b
t

m
  
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где bi – коэффициент чистой регрессии при факторе xi,  

ibm  – средняя квадратичная (стандартная) ошибка коэффициента регрессии bi. 

Для уравнения множественной регрессии 1 1 2 2 ... m my a b x b x b x      

средняя квадратичная ошибка коэффициента регрессии может быть определена 

по следующей формуле: 

1

1

2

...

2

...

1 1
,

11

m

i

i i m

y yx x

b

x x x x

R
m

n mR






 

 
 

где y  – среднее квадратичное отклонение для признака y,  

ix  – среднее квадратичное отклонение для признака xi,  

1

2

... myx xR – коэффициент детерминации для уравнения множественной регрессии,  

1

2

...i mx x xR – коэффициент детерминации для зависимости фактора xi со всеми 

другими факторами уравнения множественной регрессии;  

(n – m – 1) – число степеней свободы для остаточной суммы квадратов 

отклонений. 

Как было описано выше, оценка значимости коэффициентов чистой 

регрессии по t-критерию Стьюдента может быть проведена расчетом частных 

F-критериев: 

.
i ib xt F  

 

4.11. Регрессионные модели с переменной структурой  

(фиктивные переменные) 

 

До сих пор в качестве факторов рассматривались экономические 

переменные, принимающие количественные значения в некотором интервале. 

Вместе с тем может оказаться необходимым включить в модель фактор, 

имеющий два или более качественных уровней. Это могут быть разного рода 

атрибутивные признаки, такие, например, как профессия, пол, образование, 

климатические условия, принадлежность к определенному региону. Чтобы 

ввести такие переменные в регрессионную модель, им должны быть присвоены 

те или иные цифровые метки, т. е. качественные переменные преобразованы 

в количественные. Такого вида сконструированные переменные в эконометрике 

принято называть фиктивными переменными. 

Рассмотрим пример. Предположим, что на предприятии изучается 

линейная зависимость заработной платы сотрудников не только от 

количественного фактора x – стаж работы, но и от качественного признака  

z – пол работника. 
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 В общем виде для совокупности всех обследуемых уравнение регрессии 

имеет вид: 

ŷ a b x   , 

где ŷ  – заработная плата;  

x – стаж работы. 

Аналогичные уравнения могут быть найдены отдельно для лиц мужского 

пола:  1 1ŷ a b x     и женского пола:  2 2
ˆ .y a b x    

Различия в потреблении кофе проявятся в различии средних 1y  и 2y . 

Вместе с тем сила влияния x на y может быть одинаковой, т. е. 1 2b b b  . 

В этом случае возможно построение общего уравнения регрессии с включением 

в него фактора «пол» в виде фиктивной переменной.  

В качестве фиктивных переменных обычно используются 

дихотомические (бинарные, булевы) переменные, которые принимают всего 

два значения: 

 
0,  фактор не действует

 
1,  фактор действует

z


 


. 

В нашем примере давайте положим z = 0 для сотрудников-женщин,  z = 1 

для мужчин. 

В этом случае регрессионная модель заработной платы изменится и при-

мет вид: 

1 2ŷ a b x b z     , 

где 

0,  если сотрудник женского пола
 

1,  если сотрудник мужского пола
z


 


. 

Ожидаемое значение заработной платы при стаже х для женщины будет 

1a b x   , для мужчины 1 2 2 1( )a b x b a b b x       . Таким образом, принимая 

рассмотренную модель, мы считаем, что средняя заработная плата у мужчин на 

b2 выше, чем у женщин, при неизменных значениях других параметров модели. 

 

4.12. Стандартизированные коэффициенты линейной множественной 

регрессии и частные коэффициенты эластичности 

 

Стандартизованные коэффициенты регрессии показывают, на сколько 

единиц изменится в среднем результат, если соответствующий фактор xi 

изменится на одну единицу при неизменном среднем уровне других факторов. 

В силу того, что все переменные заданы как центрированные и нормированные, 
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стандартизованные коэффициенты регрессии можно сравнивать между собой. 

Сравнивая их друг с другом, можно ранжировать факторы по силе их 

воздействия на результат. В этом основное достоинство стандартизованных 

коэффициентов регрессии в отличие от коэффициентов «чистой» регрессии, 

которые несравнимы между собой. 

Коэффициенты «чистой» регрессии bi связаны со стандартизованными 

коэффициентами регрессии 
i  следующим образом: 

.

i

y

i i

x

b





   (4.42) 

Поэтому можно переходить от уравнения регрессии в стандартизованном 

масштабе (4.42) к уравнению регрессии в натуральном масштабе, при этом 

параметр a определяется как 

1 1 2 2 ... .m ma y b x b x b x      

Рассмотренный смысл стандартизованных коэффициентов регрессии 

позволяет их использовать при отсеве факторов – из модели исключаются 

факторы с наименьшим значением i . 

Коэффициенты «чистой» регрессии bi также связаны с коэффициентами 

эластичности 
iЭ : 

i
i i

x
Э b

y
 . 

 Коэффициент эластичности показывает, на сколько процентов от средней 

величины изменится в среднем y при увеличении только ix  на один процент. 

 

4.13. Нелинейные регрессионные модели 

 

Если между экономическими явлениями существуют нелинейные 

соотношения, то их выражают с помощью соответствующих нелинейных 

регрессионных моделей. 

Различают 2 класса нелинейных регрессий (НР): 

1) регрессии, нелинейные относительно включенных в анализ 

переменных, но линейные по оцениваемым параметрам; 

2) регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам [3]. 

Примером НР 1-го класса могут служить следующие функции: 

 полиномы разных степеней – y = a + bx + cx
2 
+ ε, y = a + bx + cx

2
+ dx

3 
+ ε; 

 равносторонняя гипербола – y = a + b/x + ε. 
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Примеры НР 2-го класса нелинейных по оцениваемым параметрам: 

 степенная – у = а
.
х

b.
 ε; 

 показательная – y = a
.
b

x.
ε; 

 экспоненциальная – y = e
a+bx .

 ε. 

Нелинейные регрессии 1-го класса линейны по оцениваемым 

параметрам, поэтому легко поддаются обработке МНК. Коэффициенты 

уравнений регрессии легко определяются по формулам аналогичным в ранее 

рассмотренном разделе по использованию метода наименьших квадратов для 

различных функций, в том числе полиномов. 

Для кривой Филлипса (
b

y a
x

   ) также легко найти коэффициенты 

уравнения регрессии, т. к. расчет ведется аналогично линейной регрессии. 

Кривая Филлипса используется при оценке зависимости роста зарплаты от 

уровня безработицы. 

Кривые Энгеля (
b

y a
x

  ) показывают закономерность роста доли 

дохода, расходуемого на непродовольственные товары при росте доходов 

населения. Для этих целей также используют полулогарифмическую кривую 

Уоркинга-Лизера (y = a + b
.
lnx + ε). Заменив логарифм от х на z, снова получим 

линейное уравнение. 

Некоторые нелинейные регрессии 2-го класса также заменой можно 

свести к линейным регрессиям. 

Степенная регрессия – у = а
.
х

b.
 ε ln ln ln ln .y a b x       

Легко видеть, что НР линейна относительно замененных коэффициентов 

и коэффициенты определятся подобно ЛР. Используется эта функция широко 

при описании зависимостей эластичности спроса от цен. Тем более, что 

параметр b здесь имеет четкое экономическое обоснование – он является 

коэффициентом эластичности. Это значит, что величина коэффициента b 

показывает на сколько % изменится в среднем результат, если фактор 

изменится на 1 %. Например, если зависимость спроса от цен характеризуется 

уравнением вида y = 105,56 x
–1,12

, то с увеличением цен на 1 % спрос снижается 

в среднем на 1,12 % [8]. 

Рассмотрим формулу расчета коэффициента эластичности 

 ' .
x

Э f x
y

  

Если y = а
.
х

b
, то f'(x) = abx

b–1
. 

Тогда коэффициент эластичности окажется равным: 

1 .
b

b

b b

x abx
Э abx b

ax ax

    
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Экспоненциальная регрессия – y = e
a+bx .

 ε ln ln .y a bx       

Функция также линейна относительно замененных коэффициентов. 

Эта НР часто используется при описании социальных явлений, демогра-

фических прогнозах.  

В таблице 9 приводится различные линеаризуемые нелинейные функции 

с помощью необходимой замены [7]. 

Если модель внутренне нелинейная по параметрам, то для оценки 

параметров используются итерационные процедуры. Например, метод простых 

итераций и другие методы. Однако для экономических и социальных 

исследований наиболее интересны линеаризуемые НР, т. к. для них можно 

использовать стандартные пакеты прикладных программ. 

 
Таблица 9 – Линеаризация функций с заменой переменных значений 

 
 

Есть возможность находить параметры практически по любой формуле. 

Для этого используют разложение функции в ряд Тейлора с использованием 

линейных приближений. Берутся частные производные по параметрам. Если 

невозможно взять аналитически, берутся численные производные. Затем 

используется МНК и итерационное сведение невязок к требуемой точности. 
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Контрольные вопросы по разделу 4 

1. Коэффициент ковариации 

2. Математическое ожидание 

3. Множественный корреляционный анализ 

4. Алгоритм расчета коэффициента парной корреляции 

5. Однофакторный и многофакторный регрессионный анализ 

6. Эмпирические формулы и регрессионные модели 

7. Интерполяционные и регрессионные модели 

8. Спецификации модели 

9. Случайная величина (или возмущение) в регрессионной модели 

10. Методы выбора регрессионных моделей 

11. Линейная регрессия и алгоритм линейного регрессионного анализа 

12. Критерии адекватности регрессионных моделей 

13. Многофакторный регрессионный анализ 

14. Метод наименьших квадратов в регрессионном анализе 

15. Критерий Фишера в многофакторном регрессионном анализе 

16. Критерий Стьюдента 

17. Нелинейные регрессионные модели 

18. Кривые Филлипса 

19. Кривые Энгеля  

20. Кривые Уоркинга-Лизера 

21. 1-й класс нелинейных регрессионных моделей 

22. 2-й класс нелинейных регрессионных моделей 

23. Нелинейные регрессионные модели произвольной структуры 

24. Определение значимости уравнения множественной регрессии 

25. Оценка значимости коэффициентов чистой регрессии 

26. Регрессионные модели с переменной структурой 
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РАЗДЕЛ 5.  

ВРЕМЕННЫЕ РЯДЫ 

5.1. Теория временных рядов и прогнозирование  

экономических показателей 

 

Временные ряды описывают экономические процессы функциями, 

зависящими от времени и других факторов, включая случайные. 

Как было отмечено выше в разделе 1 существуют различные 

однофакторные и многофакторные производственные функции. Эти функции, 

описывают взаимосвязь различных объемов ресурсов в зависимости от времени 

и других факторов. Производственные функции необходимы для 

прогнозирования и анализа производства, время входит в производственную 

функцию в качестве независимой переменной. В этом же разделе показаны 

примеры однофакторных и многофакторных производственных функций, 

соответственно, Гомперца и Кобба-Дугласа. 

Функция Гомперца является эмпирической, константы получаются 

методом линеаризации: 

abyayy tbt

lnlnlnlnln 00   

ab
y

y t lnln
0

  

ab
y

y t lnlnlnlnln
0

  

tba
y

y
)(lnlnlnlnln

0

  

0

lnln
y

y
z   

alnln  

tz    

 

Алгоритм расчета функции Гомперца 

1. Строится оценочный график развития экономического показателя во 

времени, по графику приближенно находят значение у0; 

2. Рассчитывается значение функции z с этим исходным значением у0; 

3. Строится уравнение регрессии в линейных логарифмических; 
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4. Проверка уравнения Гомперца на адекватность. Если неадекватно, то 

вводят новую поправку к у0 и расчет повторяют до тех пор пока не получится 

адекватное значение функции. 

Экономические показатели, которые подчиняются закону Гомперца: 

 рост объема производства в условиях ненасыщенного рынка, 

 рост прибыли в отсутствии жесткой конкуренции,  

 рост цен в условиях кризиса,  

 рост инфляции в состоянии изменения экономической системы,  

 рост производства в условиях ограниченности ресурсов. 

 

Аппроксимация производственных функций полиномами 

Для описания производственных функций иногда используют полиномы. 

Полином – многочлен y = a0 + a1x + a2x
2 
+ a3x

3 
+…+ anx

n
. Показатель степени n 

при х – порядок полинома. Каждый коэффициент полинома имеет свой смысл. 

Теорема Вейерштрасса. Для любой действительной и непрерывной на 

некотором отрезке [а,b] функции существует полином n-й степени, который 

описывает эту функцию.  

Любую функцию можно представить в виде полинома n-й степени. В эко-

нометрике ограничиваются 3-й и 4-й степенью.  

Таким образом, метод полиномов очень удобен для аппроксимации 

производственных показателей. К неточным значениям также можно подогнать 

полином, ошибки наблюдений и расчетов тоже пишутся в полином. Полином 

следует применять в том случае, когда у нас достоверная информация. 

  

5.2. Основные понятия и характеристики временных рядов 

 

Модели, построенные на основе данных, характеризующие один объект 

за ряд последовательных моментов (периодов) времени, называются моделями 

временных рядов.  

Временной ряд (ВР) – это совокупность значений какого-либо показателя 

за несколько последовательных моментов или периодов времени. Каждый 

уровень временного ряда формируется под воздействием большого числа 

факторов, которые условно можно подразделить на три группы: 

 факторы, формирующие тенденцию ряда; 

 факторы, формирующие циклические колебания ряда; 

 случайные факторы. 

Основная задача эконометрического исследования отдельного 

временного ряда – выявление и придание количественного выражения каждой 
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из перечисленных выше компонент с тем, чтобы использовать полученную 

информацию для прогнозирования будущих значений ряда или при построении 

моделей взаимосвязи двух или более временных рядов.  

ВР используются при моделировании динамических процессов, т. е. 

процессов, зависящих от времени. Часто в литературе вместо термина 

«временные ряды» используют термин «динамические ряды» (ДР). 

Большинство экономических систем – динамические, т. к. их свойство 

зависит от времени. Пример: колебание курса валют, …. 

В финансово-экономической сфере ВР – это последовательность значений 

наблюдаемого финансово – экономического показателя, упорядоченного по 

возрастанию (убывании) во времени.  

Типы ВР: моментальный ряд (характеризуется для данного момента или 

периода времени) и интервальный ряд (характеризуется для ряда 

последовательных интервалов времени). 

Длина ВР – время от начала наблюдения до конца наблюдения.  

Уровень ВР – численное значение показателя.  

Можно ли предсказать значение экономического показателя или 

предсказать будущее? 

Зная закономерности, которым подчиняется временные ряды можно 

выполнить прогноз в макро-, микроэкономике. 

Если мы найдем функцию, которая опишет изменение статистического 

показателя, то мы найдем любое значение этой функции в любой момент 

времени, даже если мы будем ставить отдаленное будущее. 

Тренд – функция, описывающая длительные изменения экономических 

показателей, показывающая общее направление развития. Функцию-тренд 

можно представить в виде в виде полинома, экспоненциальной или 

логарифмической функции у = U(t) (t-время). Например, 
1

m
j

j

j

y a t


 (m – 

порядок полинома; aj – коэффициенты полинома). 

В программе MS Excel есть специальные возможности автоматического 

поиска тренда и расчета коэффициентов корреляции. Вместе с графиками 

тренда и табличной функции можно вывести уравнение тренда и значение 

коэффициента детерминации. 

Тренд существует только в том случае, если каждое последующее 

значение зависит от предыдущего. 

В теории экономических рядов существует понятие автокорреляции, то 

есть, как было отмечено выше, зависимость случайных величин временного 
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ряда полученных в равных промежутках времени. Если показатели не зависят 

друг от друга, то говорят, что автокорреляции нет.  

Например, з/п в феврале не зависит от з/п в марте. В этом случае 

автокорреляции нет. И говорить о линии тренда бессмысленно. Если з/п 

в различных периодах времени зависят друг от друга говорят, что существует 

автокорреляция и мы можем строить линию тренда. 

 

5.3. Автокорреляция уровней временного ряда 

 

При наличии во временном ряде тенденции и циклических колебаний 

значения каждого последующего уровня ряда зависят от предыдущих. 

Корреляционную зависимость между последовательными уровнями 

временного ряда называют автокорреляцией уровней ряда.  

Количественно ее можно измерить с помощью линейного коэффициента 

корреляции между уровнями исходного временного ряда и уровня этого ряда, 

сдвинутыми на несколько шагов во времени [4]. Рассмотрим пример. 

 

Пример 5.1. Расчет коэффициентов автокорреляции уровней для времен-

ного ряда расходов на конечное потребление.  

Пусть имеются следующие условные данные о средних расходах на 

конечное потребление (уt , у. е.) за 8 лет (табл. 10). 

 
Таблица 10 – Расчет коэффициента автокорреляции первого порядка для временного ряда 

расходов на конечное потребление, у. е. 

t yt yt -1 yt–y1 yt–1 – y2 (yt – y1)*(yt–1 – y2) (yt–1 – y2)
2
 (y t–1– y2)

2
 

1 7             

2 8 7 –3,29 –3 9,87 10,8241 9 

3 8 8 –3,29 –2 6,58 10,8241 4 

4 10 8 –1,29 –2 2,58 1,6641 4 

5 11 10 –0,29 0 0,00 0,0841 0 

6 12 11 0,71 1 0,71 0,5041 1 

7 14 12 2,71 2 5,42 7,3441 4 

8 16 14 4,71 4 18,84 22,1841 16 

Итого  86 70 –0,03 0 44,0 53,4287 38 

 

Разумно предположить, что расходы на конечное потребление в текущем 

году зависят от расходов на конечное потребление предыдущих лет. 

Определим коэффициент корреляции между рядами yt и yt–1 и измерим 

тесноту связи между расходами на конечное потребление текущего 

и предыдущего годов. Добавим в таблицу 1 временной ряд yt–1. 
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Одна из рабочих формул для расчета коэффициента корреляции имеет вид: 

  

   
2 2

.
j j

xy

j j

x x y y
r

x x y y

 


 



 
   

В качестве переменной x мы рассмотрим ряд y2, y3 ,..., y8; в качестве 

переменной y – ряд y1 , y2 ,..., y7 . Тогда приведенная выше формула примет вид  

 

  

   

1 1 2

2
1

2 2

1 1 2

2 2

n

t t

t

n n

t t

t t

y y y y

r

y y y y







 

 



 



 
  , (5.1) 

где 

1 2 1

2 2

1 1
, .

1 1

n n

t t

t t

y y y y
n n



 

 
 
     (5.2)  

Эту величину называют коэффициентом автокорреляции уровней ряда 

первого порядка, так как он измеряет зависимость между соседними уровнями 

ряда t и t–1, т. е. при лаге 1. 

Для данных примера 5.1 соотношения (5.2) составляет: 

 

y1 =   

 y2 =   

Используя формулу (5.1), получаем коэффициент автокорреляции 

первого порядка: 

r1 =   

Полученное значение свидетельствует об очень тесной зависимости 

между расходами на конечное потребление текущего и непосредственно 

предшествующего годов и, следовательно, о наличии во временном ряде 

расходов на конечное потребление сильной линейной тенденции. 

Аналогично можно определить коэффициенты автокорреляции второго 

и более высоких порядков. Так, коэффициент автокорреляции второго порядка 

характеризует тесноту связи между уровнями yt  и  yt–1  и определяется по 

формуле: 

  

   

3 2 4

3
2

2 2

3 2 4

3 3

,

n

t t

t

n n

t t

t t

y y y y

r

y y y y







 

 



 



 
   (5.3) 

;29,11
7
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7

161412111088
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7
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7

14121110887



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3842,53

44



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где  

3 4 2

3 3

1 1
, .

2 2

n n

t t

t t

y y y y
n n



 

 
 
    (5.4) 

Для данных из примера 5.1. получим: 

y3 =   

y4 =   

Построим таблицу 11. 

Представив полученные значения в формулу (5.3), имеем: 

r2 =   

 

Таблица 11 – Расчет коэффициента автокорреляции второго порядка для временного ряда 

расходов на конечное потребление, у. е.  

t yt yt –2 yt–y3 yt–2 – y4 (yt – y3)*(yt–2 – y4) (yt – y3)
2
 (y t–2 – y4)

2
 

1 7             

2 8        

3 8 7 –3,83 –2,33 8,9239 14,6689 5,4289 

4 10 8 –1,83 –1,33 2,4339 3,3489 1,7689 

5 11 8 –0,83 –1,33 1,1039 0,6889 1,7689 

6 12 10 0,17 0,67 0,1139 0,0289 0,4489 

7 14 11 2,17 1,67 3,6239 4,7089 2,7889 

8 16 12 4,17 2,67 11,1339 17,3889 7,1289 

Итого  86 56 0,02 0,02 27,3334 40,8334 19,3334 

 

Полученные результаты еще раз подтверждают вывод о том, что ряд 

расходов на конечное потребление содержит линейную тенденцию. 

Число периодов, по которым рассчитывается коэффициент автокор-

реляции, называется лагом. С увеличением лага число пар значений, по 

которым рассчитывается коэффициент автокорреляции, уменьшается. 

Отметим два важных свойства коэффициента автокорреляции. Во-

первых, он строится по аналогии с линейным коэффициентом корреляции 

и таким образом характеризует тесноту только линейной связи текущего 

и предыдущего уровней ряда. Поэтому по коэффициенту автокорреляции 

можно судить о наличии линейной (или близкой к линейной) тенденции. Для 

некоторых временных рядов, имеющих сильную нелинейную тенденцию 

(например, параболу второго порядка или экспоненту), коэффициент 

автокорреляции уровней исходного ряда может приближаться к нулю. 

;83,11
6
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Во-вторых, по знаку коэффициента автокорреляции нельзя делать вывод 

о возрастающей или убывающей тенденции в уровнях ряда. Большинство 

временных рядов экономических данных содержит положительную 

автокорреляцию уровней, однако при этом могут иметь убывающую 

тенденцию. 

Последовательность коэффициентов автокорреляции уровней первого, 

второго и т. д. порядков называют автокорреляционной функцией временного 

ряда. График зависимости ее значений от величины лага (порядка 

коэффициента автокорреляции) называется коррелограммой. 

Анализ автокорреляционной функцией и коррелограммы позволяет 

определить лаг, при котором автокорреляция наиболее высокая, 

а, следовательно, и лаг, при котором связь между текущим и предыдущими 

уровнями ряда наиболее тесная, т. е. при помощи анализа автокорреляционной 

функции и коррелограммы можно выявить структуру ряда. 

Если наиболее высоким оказался коэффициент автокорреляции первого 

порядка, исследуемый ряд содержит только тенденцию. Если наиболее 

высоким оказался коэффициент автокорреляции порядка f, ряд содержит 

циклические колебания с периодичностью в f моментов времени. Если ни один 

из коэффициентов автокорреляции не является значимым, можно сделать одно 

из двух предположений относительно структуры этого ряда: либо ряд не 

содержит тенденции и циклических колебаний и имеет структуру, сходную со 

структурой ряда, либо ряд содержит сильную нелинейную тенденцию, для 

выявления которой нужно провести дополнительный анализ. Поэтому 

коэффициент автокорреляции уровней и автокорреляционную функцию 

целесообразно использовать для выявления во временном ряде наличия или 

отсутствия трендовой компоненты (Т) и циклической (сезонной) 

компоненты (S). 

Временной ряд расходов на конечное потребление, рассмотренный нами 

на примере 5.2, содержит только тенденцию, так, как коэффициенты 

автокорреляции его уровней высокие. 

 

Пример 5.2. Автокорреляционная функция и выявление структуры ряда. 

Пусть имеются условные данные об объемах потребления электро-

энергии жителями за 16 кварталов (табл. 12). 
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Таблица 12 – Потребление электроэнергии жителями региона, млн кВт*ч 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Нанесем эти значения на график (рис. 9).  

Определим коэффициент автокорреляции первого порядка (добавим yt–1 

в таблицу 12 и воспользуемся формулой расчета линейного коэффициента 

корреляции). Он составит: r1 = 0,165. Отметим, что расчет этого коэффициента 

производился по 15, а не по 16 парам наблюдений. Это значение 

свидетельствует о слабой зависимости текущих уровней. Однако, как следует 

из графика, структура этого ряда такова, что каждый следующий уровень yt 

зависит от уровня yy–4 и yt–2 в гораздо большей степени, чем от уровня yt–1. 

Построим ряд yt–2 (см. табл. 12). Рассчитав коэффициент автокорреляции 

второго порядка r2, получим количественную характеристику корреляционной 

связи рядов y2, yt–2: r2 = 0,567. Продолжив расчеты аналогичным образом, 

получим автокорреляционную функцию этого ряда. Ее значения и корре-

лограмма приведены в таблице 13. 
 

 

Рисунок 9 – Потребление электроэнергии жителями региона 
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фактические

уровни ряда

t yt yt –1 yt–2  yt–3  y t–4 

1 6,0         

2 4,4 6,0     

3 5,0 4,4 6,0    

4 9,0 5,0 4,4 6,0   

5 7,2 9,0 5,0 4,4 6,0 

6 4,8 7,2 9,0 5,0 4,4 

7 6,0 4,8 7,2 9,0 5,0 

8 10,0 6,0 4,8 7,2 9,0 

9 8,0 10,0 6,0 4,8 7,2 

10 5,6 8,0 10,0 6,0 4,8 

11 6,4 5,6 8,0 10,0 6,0 

12 11,0 6,4 5,6 8,0 10,0 

13 9,0 11,0 6,4 5,6 8,0 

14 6,6 9,0 11,0 6,4 5,6 

15 7,0 6,6 9,0 11,0 6,4 

16 10,8 7,0 6,6 9,0 11,0 
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Таблица 13 – Коррелограмма временного ряда потребления электроэнергии 

Лаг 
Коэффициент 

автокорреляции уровней 
Коррелограмма 

1 0,165154 ** 

2 0,566873 ****** 

3 0,113558 * 

4 0,983025 ********** 

5 0,118711 * 

6 0,722046 ******* 

7 0,003367   

8 0,973848 ********** 

 

Анализ значений автокорреляционной функции позволяет сделать 

вывод о наличии в изучаемом временном ряде, во-первых, линейной 

тенденции, во-вторых, сезонных колебаний периодичностью в четыре 

квартала. Данный вывод подтверждается и графическим анализом структуры 

ряда (рис. 9).  

Аналогично, если, например, при анализе временного ряда наиболее 

высоким оказался коэффициент автокорреляции уровней второго порядка, ряд 

содержит циклические колебания в два периода времени, т. е. имеет 

пилообразную структуру. 

 

5.4. Моделирование тенденции, сезонных и циклических компонент 

временного ряда 

 

В общем случае временной ряд состоит из 4х слагаемых: 

Y(t) = U(t) + V(t) + C(t) + E(t),  (5.5) 

где  U(t) – тренд (функция оптимального приближения к показателям); 

V(t) – сезонная компонента ВР, которая периодически увеличивается 

(уменьшается) во времени. Ее наличие связано с изменением условий; 

C(t) – циклическая компонента ряда, которая существует в периодических 

процессах; 

E(t) – случайная компонента ВР, которая определяется случайными 

процессами. 

В отличие от экономики в финансах E(t) имеет очень большое значение. 

Случайная компонента чувствительна даже к намерениям, высказываемым 

политиками. 

Особенность финансово-экономических явлений – это чрезвычайная 

чувствительность ВР к случайным событиям. 
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Адекватный прогноз возможен, если U(t) + V(t) + C(t) намного 

превышает E(t). Очень хороший прогноз, если тренд U(t)> E(t), U(t)> V(t), 

U(t)> C(t). Имеет место при прогнозировании численности населения. 

Сумма 3-х факторов U(t) + V(t) + C(t) называется регулярной 

компонентой временного ряда.  

Таким образом, ВР состоит из суммы 2-х составляющих: регулярной 

и случайной. Значение случайной компоненты можно предсказать, если условия, 

в которых существует финансово-экономическая система не меняются. 

Например, известно, что если случайная величина является суммой 

большого количества факторов, то распределение этой случайной величины 

подчиняется закону нормального распределения. Это теорема Ляпунова.  

 
y

xX  
Рисунок 10 – График нормального распределения случайной величины 

 

Функция нормального распределения означает, что величина 

незначительно отличается от среднего значения. Чем дальше мы уходим от 

среднего значения, тем меньше отклонение от среднего (рис. 10). 

Стоит измениться условиям, как закон нормального распределения 

нарушается. 

Изменения финансово-экономических условий влияет на среднее 

значение экономических показателей и изменяет закон нормального 

распределения.  

Математические модели прогноза считаются адекватными, если 

случайная компонента временных рядов подчиняется следующим условиям: 

–  существует случайная компонента, которая намного меньше 

регулярной компоненты;  

–  математическое ожидание случайной компоненты близко к 0, т. е. 

отклонение влево и вправо от среднего значения ≈ одинаковы и урав-

новешивают друг друга;  

–  случайная компонента подчиняется нормальному закону распре-

деления и существует независимость уровней случайных величин друг от 

друга.  
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Если модель адекватна, то она может быть использована для прогноза.  

В расчетах временных рядов используются следующие характе-

ристики. 

Средний уровень ряда – среднее арифметическое значение временного 

ряда, усредненное по всем интервалам:  

/iY y n , 

где  yi – значение уровня на каждом интервале;   

n – число интервалов. 

Если временной ряд имеет неравномерные уровни, то расчет среднего 

производится по формуле: Yt = ∑ yi ∙ ti/ ∑ ti – средневзвешенное значение 

временного ряда. 

Например, з/п за февраль, март, август. Эти средние временных рядов 

называются хронологическими. 

 

5.5. Аддитивные и мультипликативные модели временных рядов.  

Метод скользящей средней в оценке сезонной компоненты.  

Оценка ошибок. Прогнозирование 

 

Представленная выше модель временного ряда, рассчитываемая по 

уравнению (5), называется аддитивной моделью временного ряда. 

Кроме аддитивной модели временных рядов, рассмотренной выше, 

существует еще мультипликативная Y(t) = U(t) 
.
 V(t) 

.
 E(t). 

Эта модель предполагает, что каждый уровень временного ряда может 

быть представлен как произведение трендовой (U(t)), сезонной (V(t)) и слу-

чайной (E(t)) компонент. Выбор одной из двух моделей осуществляется на 

основе анализа структуры сезонных колебаний.  

Если амплитуда колебаний приблизительно постоянна, строят аддитив-

ную модель временного ряда, в которой значения сезонной компоненты 

предполагаются постоянными для различных циклов.  

Если амплитуда сезонных колебаний возрастает или уменьшается, 

строят мультипликативную модель временного ряда, которая ставит уровни 

ряда в зависимость от значений сезонной компоненты. 

Построение аддитивной и мультипликативной моделей сводится к рас-

чету значений U(t), V(t), E(t) для каждого уровня ряда. 

Процесс построения модели включает в себя следующие шаги. 

1. Выравнивание исходного ряда методом скользящей средней. 
4

11
/ 4сс

i i kk
y y  

  – скользящая средняя; 
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 1 / 2цсс сс сс

i i iy y y    – центрированная скользящая средняя (i = 1 ÷ n) . 

2. Расчет значений сезонной компоненты V(t)   .цсс

i i iV t y y    

3. Устранение сезонной компоненты из исходных уровней ряда и полу-

чение выровненных данных (U(t)+E(t)) в аддитивной или (U(t)E(t)) в мульти-

пликативной модели. 

4. Аналитическое выравнивание уровней (U(t)+E(t)) или (U(t)E(t)) и рас-

чет значений U(t) с использованием полученного уравнения тренда. 

5. Расчет полученных по модели значений (U(t)+V(t)) или (U(t)V(t)). 

 Расчет абсолютных и/или относительных ошибок. Если полученные 

значения ошибок не содержат автокорреляции, ими можно заменить исходные 

уровни ряда и в дальнейшем использовать временной ряд ошибок Е(t) для 

анализа взаимосвязи исходного ряда и других временных рядов. 

На блок-схеме (рис. 11) показан алгоритм расчета аддитивных и мульти-

пликативных временных рядов. 
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Рисунок 11 – Блок-схема алгоритма расчета математической модели аддитивных  

и мультипликативных временных рядов 
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5.6. Гармонический анализ для описания  

временных периодических функций 

 

При моделировании рядов динамики с помощью линейной, полино-

миальной или экспоненциальной функции не всегда удается получить 

удовлетворительный результат. Наличие во временном ряду периодической 

составляющей S(t) делает непригодными для использования данные модели, так 

как МНК-оценки будут обладать «плохими» свойствами. Необходимо учесть 

и периодические колебания уровней ряда. В таких случаях следует использовать 

гармонический анализ, целью которого является выявление и измерение 

периодических колебаний. 

Функцию, заданную в каждой точке изучаемого интервала времени, 

можно представить бесконечным рядом синусоидальных и косинусоидальных 

функций. Нахождение конечной суммы уровней с использованием функций 

косинусов и синусов времени называется гармоническим анализом (анализом 

Фурье). 

Уравнение, на основе которого строятся гармоники, имеет вид 

' "

1 1

sin cos ,
k k

t t j j j j tt

j j

v y y t t    
 

       

где  𝑦̃𝑡 = 𝛽0 + 𝛽1𝑡 – линейная (квадратичная или кубическая) функция; 

𝜔𝑗 =
2𝜋

𝑛
𝑗 – угловая частота j-й гармоники; 

k – количество гармоник; 

j – номер гармоники; 

εt – случайная ошибка;  

п – период (частота) повторяемости сезонных колебаний. 

В статистической практике построение моделей с периодическими 

колебаниями чаще всего используется, когда явления подвержены перио-

дическим колебаниям с периодом п = 12 (т. е. изучаются помесячная динамика 

показателя за несколько лет). 

Значения ω(j) при п = 12 для разных гармоник представлены в следующей 

таблице 14. 

Гармонический анализ проводится поэтапно: начинается с построения 

значимой модели, содержащей первую гармонику (т. е. ω(j) = 2π/12). Модель, 

содержащая каждую последующую гармонику Фурье, включает также 

и предыдущую гармонику. Так, вторая гармоника имеет в своем составе первую, 

третья – вторую и т. д. Увеличивая порядок гармоники, исследователь 

увеличивает частоту колебаний ω(j) (т. е. график синусоиды становится более 

«плотным», учащается). 
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Таблица 14 – Значения угловой частоты для гармоник Фурье 
 

№ гармоники  

Фурье 
Значение ω(j) 

0 0 

1 (2π/12) = (π/6) 

2 (4π/12) – (π/3) 

3 (6π/12) = (π/2) 

4 (8π/12) = (3π/4) 

5 (10Π/12) = (5π/6) 

6 (12π/12) = (π) 

7 (14π/12) = (7π/6) 

8 (16π/12) = (4π/3) 

9 (18π/12) = (3π/2) 

10 (20π/12) = (5π/3) 

11 (22π/12) = (11π/6) 

12 (24π/12) = (2π) 

 

В практике статистического моделирования, как правило, используется не 

более четырех первых гармоник Фурье. Выбор гармоники, наилучшим образом 

аппроксимирующей фактические данные, определяется из условия 

оптимизации среднеквадратической ошибки модели (S  min) и других 

характеристик модели. 

 

Пример 5.3. Регрессионная модель объема продаж торгового дома, вклю-

чающая линейную и гармонические составляющие. 

На основании данных объема продаж торгового дома за (п = 12) месяцев 

(табл. 15) необходимо построить регрессионную модель зависимости объема 

продаж от времени. 
 

Таблица 15 – Данные объема продаж торгового дома, млн руб. 

Месяц t Уt 

Январь 1 200 

Февраль 2 310 

Март 3 320 

Апрель 4 260 

Май 5 190 

Июнь 6 210 

Июль 7 310 

Август 8 410 

Сентябрь 9 430 

Октябрь 10 370 

Ноябрь 11 300 

Декабрь 12 320 
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Решение 

Первоначально аппроксимируем временной ряд линейным уравнением 

регрессии вида уt = bо + b1t. 

Используя трендовую функцию из MS Excel, получим оценку уравнения 

регрессии, найденную с помощью метода наименьших квадратов, следующего 

вида 

уt = 230 + 11,15t; 

R
2
 = 0,267;  S = 69,9;  F = 3,64;  DW = 1,01. 

В скобках указаны расчетные значения t-статистики для проверки 

значимости коэффициентов уравнения. Уравнение значимо и содержит все 

значимые по t-критерию коэффициенты βj. Критическое значение tкр = 1,81 

(табл. 16), найденное при  = 0,1 и v = n – 2 = 10 по таблице t-распределения, 

меньше расчетного 𝑡𝑗 =
𝑏𝑗

𝑆̂𝑏𝑗

, где j = 0; 1.  

Таблица 16 – Критические значения t -критерия Стьюдента при уровне значимости 0,10, 

0,05, 0,01  

Число 

степеней 

свободы v 

  Число 

степеней 

свободы v 

  

00,10 0,05 0,01 00,10 0,05 0,01 

1 6,3138 12,706 63,657 18 1,7341 2,1009 2,8784 

2 2,9200 4,3027 9,9248 19 1,7291 2,0930 2,8609 

3 2,3534 3,1825 5,8409 20 1,7247 2,0860 2,8453 

4 2,1318 2,7764 4,5041 21 1,7207 2,0796 2,8314 

5 2,0150 2,5706 4,0321 22 1,7171 2,0739 2,8188 

6 1,9432 2,4469 3,7074 23 1,7139 2,0687 2,8073 

7 1,8946 2,3646 3,4995 24 1,7109 2,0639 2,7969 

8 1,8595 2,3060 3,3554 25 1,7081 2,0595 2,7874 

9 1,8331 2,2622 3,2498 26 1,7056 2,0555 2,7787 

10 1,8125 2,2281 3,1693 27 1,7033 2,0518 2,7707 

11 1,7959 2,2010 3,1058 28 1,7011 2,0484 2,7633 

12 1,7823 2,1788 3,0545 29 1,6991 2,0452 2,7564 

13 1,7709 2,1604 3,0123 30 1,6973 2,0423 2,7500 

14 1,7613 2,1448 2,9768 40 1,6839 2,0211 2,7045 

15 1,7530 2,1315 2,9467 60 1,6707 2,0003 2,6603 

16 1,7459 2,1199 2,9208 120 1,6577 1,9799 2,6174 

17 1,7396 2,1098 2,8982   1,6449 1,9600 2,5758 
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Статистические характеристики адекватности уравнения: 𝑆̂ = 69,9; 

2

1

1
0,267, 100% 19,2%

n
t t

t t

y y
R

n y





     

и DW = 1,01 свидетельствуют о наличии положительной коррелированности 

случайных остатков и о недостаточно хороших аппроксимирующих свойствах 

модели. 

 

 
 

Рисунок 12 – Временной ряд объема продаж торгового дома у(t)  

и линейный тренд 

 

Из рисунка 12 видно, что ряд характеризуется циклическими колебания-

ми и, по всей вероятности, недостаточно его аппроксимировать только 

с применением модели линейного тренда. Можно предположить наличие 

периодической (сезонной) составляющей временного ряда. Временной 

диапазон п  = 12 вмещает в себя два полных периода циклических колебаний 

анализируемого показателя. Отсюда можно предположить, что для адекватного 

описания ряда уt достаточно второй гармоники (j = 2) с угловой частотой 

2

2
2

12


   .

 
Первоначально включим в модель объема продаж две гармоники с уг-

ловыми частотами 1

2
1

12


   и  2

2
2

12


  , и будем строить линейное уравнение 

регрессии относительно переменных: 
2 2 4 4

, sin , cos , sin , cos .
12 12 12 12

t t t t t
   

 

Результаты в таблице 17. 
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Получим: 

2 2 4 4
183,2 18,36 1,52sin 0,81cos 47,67sin 84,19cos

12 12 12 12
ty t t t t t

   
      ; 

2 ˆ0,997; 3,32; 1106; 3,3.R S F DW     

 

Таблица 17 – Расчетные значения переменных 

t 
    

1 0,5 0,866 025 0,866 025 0,5 

2 0,866 025 0,5 0,866 025 –0,5 

3 1 6,13Е–17 1,23E–16 –1 

4 0,866 025 –0,5 –0,866 03 –0,5 

5 0,5 –0,866 03 –0,866 03 0,5 

6 1.23E–16 –1 –2,5E–16 1 

7 –0,5 –0,866 03 0,866 025 0,5 

8 –0,866 03 –0,5 0,866 025 –0,5 

9 –1 –1,8E–16 3,68E–16 –1 

10 –0,866 03 0,5 –0,866 03 –0,5 

11 –0,5 0,866 025 –0,866 03 0,5 

12 –2,5E–16 1 –4,9E–16 1 

 

Данное уравнение содержит два незначимых коэффициента регрессии, 

относящихся к 1-й гармонике. Характеристики адекватности уравнения 

значительно лучше предыдущего. 

После исключения незначимых коэффициентов и реализации пошагового 

алгоритма регрессионного анализа было получено следующее уравнение: 

4 4
184,79 18,11 47,245sin 83,94cos ;

12 12
ty t t t

 
   

 
2 ˆ0,998; 3,22; 2140; 3,025; 0,75%.R S F DW       

Все входящие в уравнение коэффициенты значимы при а = 0,05 

(tкр = 2,306). Полученное уравнение характеризуется остаточным 

среднеквадратическим отклонением Ŝ  = 3,22; множественным коэффициентом 

детерминации R
2
 = 0,998; табличным значением критерия Фишера F = 2140; 

средней относительной ошибкой аппроксимации ε = 0,75 % и статистикой 

Дарбина-Уотсона DW = 3,025, что свидетельствует об адекватности модели. 

Временной ряд объема продаж торгового дома уt графически представлен на 

рисунке 13. Статистические характеристики свидетельствуют об адекватности 

модели. 
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Рисунок 13 – Аппроксимация рядом Фурье  

исходного временного ряда 

 

В данном примере наглядно продемонстрирована возможность моде-

лирования процессов, содержащих периодические составляющие, путем 

совместного использования линейного уравнения регрессии и гармоник 

Фурье. 

 

Контрольные вопросы по разделу 5 

1. Производственные функции 

2. Производственные функции нескольких переменных (функция Кобба-

Дугласа) 

3. Функция Гомперца для описания экономических процессов 

4. Алгоритм расчета функции Гомперца 

5. Аппроксимация производственных функций полиномами 

6. Теорема Вейерштрасса о полиномах 

7. Принципы интерполяции и экстраполяции 

8. Основные понятия интерполяции и интерполяционные формулы 

9. Основное определение и характеристики временного ряда 

10. Типы временных рядов (ВР). Длина ВР. Уровень ВР 

11. Тренд для описания временных рядов 

12. Понятие автокорреляции. 

13. Автокорреляция уровней временного ряда 

14. Коэффициент автокорреляции. Свойства коэффициента автокор-

реляции 

15. Коррелограмма 

16. Понятие лага 

17. Сезонная компонента временного ряда 

18. Случайная компонента временного ряда 

19. Определение скользящей средней и центрированной скользящей средней 

0

100

200

300

400

500

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Y(t) расч. Y(t)



20. Аддитивные и мультипликативные временные ряды  

21. Алгоритм расчета математической модели аддитивных и мульти-

пликативных временных рядов 

22. Теорема Ляпунова 

23. Функция нормального распределения 

24. Возможности гармонического анализа для моделирования временных 

рядов. 
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РАЗДЕЛ 6.  

ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 

Система уравнений в эконометрических исследованиях может быть 

построена по-разному. 

Возможна система независимых уравнений, когда каждая зависимая 

переменная (у) рассматривается как функция одного и того же набора 

факторов (х): 

1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...

....................................................

...

m m

m m

n n n nm m n

y a x a x a x

y a x a x a x

y a x a x a x







    


    


     

 

Набор факторов xi в каждом уравнении может варьировать. Так, модель 

вида 

 

 

 

 

1 1 2 3 4 5

2 1 3 4 5

3 2 3 5

4 3 4 5

, , , ,

, , ,

, ,

, ,

y f x x x x x

y f x x x x

y f x x x

y f x x x









 

также является системой независимых уравнений с тем лишь отличием, что 

в ней набор факторов видоизменяется в уравнениях, входящих в систему. 

Отсутствие того или иного фактора в уравнении системы может быть 

следствием как экономической нецелесообразности его включения в модель, 

так и несущественности его воздействия на результативный признак 

(незначимо значение t-критерия или частного F-критерия для данного фактора).  

Примером такой модели может служить модель экономической 

эффективности сельскохозяйственного производства, где в качестве 

зависимых переменных выступают показатели, характеризующие 

эффективность сельскохозяйственного производства, – продуктивность коров, 

себестоимость 1 ц молока, а в качестве факторов – специализация хозяйства, 

количество голов на 100 га пашни, затраты труда и т. п. 

Каждое уравнение системы независимых уравнений может 

рассматриваться самостоятельно. Для нахождения его параметров используется 

метод наименьших квадратов. По существу, каждое уравнение этой системы 

является уравнением регрессии. Поскольку никогда нет уверенности, что 

факторы полностью объясняют зависимые переменные, то в уравнениях 

присутствует свободный член а0. Так как фактические значения зависимой пе-
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ременной отличаются от теоретических на величину случайной ошибки, то 

в каждом уравнении присутствует величина случайной ошибки. 

В итоге система независимых уравнений при трех зависимых переменных 

и четырех факторах примет вид: 

1 01 11 1 12 1 13 1 14 1 1

2 02 21 1 22 1 23 1 24 1 2

3 03 31 1 32 1 33 1 34 1 3

y a a x a x a x a x

y a a x a x a x a x

y a a x a x a x a x







     


     
      

 

Однако если зависимая переменная у одного уравнения выступает в виде 

фактора х в другом уравнении, то исследователь может строить модель в виде 

системы рекурсивных уравнений: 

1 11 1 12 1 1 1

2 21 1 21 1 22 2 2 2

3 31 1 32 2 31 1 32 2 3 3

1 1 2 2 1 1

...

...

...

......................................................................

...

m m

m m

m m

n n n nn n n

y a x a x a x

y b y a x a x a x

y b y b y a x a x a x

y b y b y b y a







 

    

     

      

     1 1 2 2 ...n nm m nx a x a x 









   

 

В данной системе зависимая переменная у включает в каждое 

последующее уравнение в качестве факторов все зависимые переменные 

предшествующих уравнений наряду с набором собственно факторов х. 

Примером такой системы может служить модель производительности труда 

и фондоотдачи вида: 

1 11 1 12 1 13 3 1

2 21 1 21 1 22 2 23 3 2

y a x a x a x

y b y a x a x a x





   


    
 

где  y1 – производительность труда; 

у2 – фондоотдача; 

x1 – фондовооруженность труда; 

х2 – энерговооруженность труда; 

х3 – квалификация рабочих. 

Как и в предыдущей системе, каждое уравнение может рассматриваться 

самостоятельно, и его параметры определяются методом наименьших 

квадратов (МНК). 

Наибольшее распространение в эконометрических исследованиях 

получила система взаимозависимых уравнений. В ней одни и те же 

зависимые переменные в одних уравнениях входят в левую часть, а в других 

уравнениях – в правую часть системы: 
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1 12 2 13 3 1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 23 3 2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2 1 1 1

... ...

... ...

......................................................................

...

n n m m

n n m m

n n n nn n n

y b y b y b y a x a x a x

y b y b y b y a x a x a x

y b y b y b y a





 

        

        

     1 2 2 ...n nm m nx a x a x 






    

. 

 

Система взаимозависимых уравнений получила название системы 

совместных, одновременных уравнений. Тем самым подчеркивается, что 

в системе одни и те же переменные (у) одновременно рассматриваются как 

зависимые в одних уравнениях и как независимые в других. В эконометрике эта 

система уравнений называется также структурной формой модели. В отличие 

от предыдущих систем каждое уравнение системы одновременных уравнений 

не может рассматриваться самостоятельно, и для нахождения его параметров 

традиционный метод наименьших квадратов (МНК) неприменим. С этой целью 

используются специальные приемы оценивания. 

Примером системы одновременных уравнений может служить модель 

динамики цены и заработной платы вида 

1 12 2 11 1 1

2 21 1 22 2 23 3 2

y b y a x

y b y a x a x





  


   
, 

где  у1 – темп изменения месячной заработной платы; 

y2 – темп изменения цен; 

X1 – процент безработных; 

х2 – темп изменения постоянного капитала; 

х3 – темп изменения цен на импорт сырья. 

 

6.1. Структурная и приведенная формы модели 

 

Система совместных, одновременных уравнений (или структурная форма 

модели) обычно содержит эндогенные и экзогенные переменные. 

Эндогенные переменные обозначены в приведенной ранее системе 

одновременных уравнений как у. Это зависимые переменные, число которых 

равно числу уравнений в системе. 

Экзогенные переменные обозначаются обычно как х. Это предопределенные 

переменные, влияющие на эндогенные переменные, но не зависящие от них. 

Простейшая структурная форма модели имеет вид: 

1 12 2 11 1 1

2 21 1 22 2 2

y b y a x

y b y a x





  


  
, 

где  у – эндогенные переменные;  

х – экзогенные переменные. 
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Классификация переменных на эндогенные и экзогенные зависит от 

теоретической концепции принятой модели. Экономические переменные могут 

выступать в одних моделях как эндогенные, а в других как экзогенные 

переменные. Внеэкономические переменные (например, климатические 

условия) входят в систему как экзогенные переменные. В качестве экзогенных 

переменных могут рассматриваться значения эндогенных переменных за 

предшествующий период времени (лаговые переменные). Так, потребление 

текущего года yt) может зависеть не только от ряда экономических факторов, но 

и от уровня потребления в предыдущем году (yt–1). 

Структурная форма модели позволяет увидеть влияние изменений любой 

экзогенной переменной на значения эндогенной переменной. Целесообразно 

в качестве экзогенных переменных выбирать такие переменные, которые могут 

быть объектом регулирования. Меняя их и управляя ими, можно заранее иметь 

целевые значения эндогенных переменных. 

Структурная форма модели в правой части содержит при эндогенных 

и экзогенных переменных коэффициенты bi и aj (bi – коэффициент при 

эндогенной переменной, аj – коэффициент при экзогенной переменной), 

которые называются структурными коэффициентами модели. Все 

переменные в модели выражены в отклонениях от среднего уровня, т. е. под х 

подразумевается х – х̅ а под у – соответственно у – 𝑦̅. Поэтому свободный член 

в каждом уравнении системы отсутствует. 

Использование МНК для оценивания структурных коэффициентов 

модели дает, как принято считать в теории, смещенные и несостоятельные 

оценки. Поэтому обычно для определения структурных коэффициентов модели 

структурная форма модели преобразуется в приведенную форму модели. 

Приведенная форма модели представляет собой систему линейных 

функций эндогенных переменных от экзогенных: 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

ˆ ...

ˆ ...

..............................................

ˆ ...

m m

m m

n n n nm m

y x x x

y x x x

y x x x

  

  

  

   


   


    

 , 

где  δ – коэффициенты приведенной формы модели. 

По своему виду приведенная форма модели ничем не отличается от 

системы независимых уравнений, параметры которой оцениваются 

традиционным МНК. Применяя МНК, можно оценить δ, а затем оценить 

значения эндогенных переменных через экзогенные. 
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Коэффициенты приведенной формы модели представляют собой 

нелинейные функции коэффициентов структурной формы модели. 

Рассмотрим это положение на примере простейшей структурной модели, 

выразив коэффициенты приведенной формы модели (δij) через коэффициенты 

структурной модели (aj и bi). Для упрощения в модель не введены случайные 

переменные. 

Для структурной модели вида 

1 12 2 11 1

2 21 1 22 2

y b y a x

y b y a x

 


 
  (6.1) 

приведенная форма модели имеет вид 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

y x x

y x x

 

 

 


 
  (6.2) 

в которой у2 из первого уравнения структурной модели можно выразить 

следующим образом: 
1 11 1

2

12

.
y a x

y
b


  

Тогда система одновременных уравнений будет представлена как  

1 11 1
1

12

2 12 1 22 2

y a x
y

b

y b y a x





  

. 

Отсюда имеем равенство: 

1 11 1
12 1 22 2

12

y a x
b y a x

b


   или 1 11 1 12 12 1 12 22 2y a x b b y b a x   . 

Тогда 1 12 12 1 11 1 12 22 2y b b y a x b a x    

11 22 12
1 1 2

12 12 12 12

.
1 1

a a b
y x x

b b b b
 

 
 

Таким образом, мы представили первое уравнение структурной формы 

модели в виде уравнения приведенной формы модели; 

1 11 1 12 2.y x x    

Из уравнения следует, что коэффициенты приведенной формы модели 

представляют собой нелинейные соотношения коэффициентов структурной 

формы модели, т. е. 

11
11

12 211

a

b b
 


и 

22 12
12 2

12 21

.
1

a b
x

b b
 


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Аналогично можно показать, что коэффициенты приведенной формы 

модели второго уравнения системы (δ21 и δ22) также нелинейно связаны 

с коэффициентами структурной модели. Для этого выразим переменную у1 из 

второго структурного уравнения модели как 
2 22 2

1

21

.
y a x

y
b


  

Запишем это выражение у1 в левой части первого уравнения структурной 

формы модели (6.1): 
2 22 2

12 2 11 1

21

.
y a x

b y a x
b


   

Отсюда 

11 21 22
2 1 2

12 21 12 21

x x ,
1 1

a b a
y

b b b b
 

 
 

что соответствует уравнению приведенной формы модели: 

2 21 1 22 2 ,y x x    

т. е. 
11 21

21

12 211

a b

b b
 


 и 

22
22

12 21

.
1

a

b b
 


 

Эконометрические модели обычно включают в систему не только 

уравнения, отражающие взаимосвязи между отдельными переменными, но 

и выражения тенденции развития явления, а также разного рода тождества. Так, 

в 1947 г., исследуя линейную зависимость потребления (с) от дохода (у), 

Т. Хавельмо предложил одновременно учитывать тождество дохода. В этом 

случае модель имеет вид: 

c a by

y c x

 


 
, 

где  х – инвестиции в основной капитал и в запасы экспорта и импорта;  

а и b – параметры линейной зависимости с от у. 

Их оценки должны учитывать тождество дохода в отличие от параметров 

обычной линейной регрессии. 

В этой модели две эндогенные переменные – с и у и одна экзогенная 

переменная х. Система приведенных уравнений составит: 

0 1

0 1

.
c A A x

y B B x

 


 
 

Она позволяет получить значения эндогенной переменной с через 

переменную х. Рассчитав коэффициенты приведенной формы модели (AQ, А1, 

Во, В1), можно перейти к коэффициентам структурной модели avib, подставляя 

в первое уравнение приведенной формы выражение переменной х из второго 
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уравнения приведенной формы модели. Приведенная форма модели хотя 

и позволяет получить значения эндогенной переменной через значения 

экзогенных переменных, аналитически уступает структурной форме модели, 

так как в ней отсутствуют оценки взаимосвязи между эндогенными 

переменными. 

 

6.2. Проблема идентификации 

 

При переходе от приведенной формы модели к структурной 

исследователь сталкивается с проблемой идентификации. Идентификация – это 

единственность соответствия между приведенной и структурной формами 

модели. 

Рассмотрим проблему идентификации для случая с двумя эндогенными 

переменными. Пусть структурная модель имеет вид: 

1 12 2 11 1 12 2 1

2 21 1 21 1 22 2 2

ˆ ...

ˆ ...

m m

m m

y b y a x a x a x

y b y a x a x a x

    


    
, 

где у1 и у2 – совместные зависимые переменные. 

Из второго уравнения можно выразить у1 следующей формулой: 

22 21 22
1 1 2

21 21 21 21

... .m
m

ay a a
y x x x

b b b b
      

Тогда в системе имеем два уравнения для эндогенной переменной ух 

с одним и тем же набором экзогенных переменных, но с разными 

коэффициентами при них: 

1 12 2 11 1 12 2 1

22 21 22
1 1 2

21 21 21 21

ˆ ...

ˆ ... .

m m

m
m

y b y a x a x a x

ay a a
y x x x

b b b b

    



    


 

Наличие двух вариантов для расчета структурных коэффициентов одной 

и той же модели связано с неполной ее идентификацией, Структурная модель 

в полном виде, состоящая в каждом уравнении системы из n эндогенных и т 

экзогенных переменных, содержит п(п – 1 + т) параметров. Так, при n = 2 

и т = 3 полный вид структурной модели составит: 

1 12 2 11 1 12 2 13 3

2 21 1 21 1 22 2 23 3

ˆ

ˆ .

y b y a x a x a x

y b y a x a x a x

   


   
  (6.3) 
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Как видим, модель содержит восемь структурных коэффициентов, что 

соответствует выражению n • (n – 1 + m). 

Приведенная форма модели в полном виде содержит пт параметров. Для 

нашего примера это означает наличие шести коэффициентов приведенной 

формы модели. В этом можно убедиться, обратившись к приведенной форме 

модели, которая будет иметь вид: 

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3.

y x x x

y x x x

  

  

  


  
 

Действительно, она включает в себя шесть коэффициентов δ. 

На основе шести коэффициентов приведенной формы модели требуется 

определить восемь структурных коэффициентов рассматриваемой структурной 

модели, что, естественно, не может привести к единственности решения. 

В полном виде структурная модель содержит большее число параметров, чем 

приведенная форма модели. Соответственно n • (n – 1 + т) параметров 

структурной модели не могут быть однозначно определены из пт параметров 

приведенной формы модели. 

Чтобы получить единственно возможное решение для структурной 

модели, необходимо предположить, что некоторые из структурных 

коэффициентов модели ввиду слабой взаимосвязи признаков с эндогенной 

переменной из левой части системы равны нулю. Тем самым уменьшится число 

структурных коэффициентов модели. Так, если предположить, что в нашей 

модели а13 = 0 и a21 = 0, то структурная модель примет вид: 

1 12 2 11 1 12 2

2 21 1 22 2 23 3

ˆ

ˆ .

y b y a x a x

y b y a x a x

  


  
  (6.4) 

В такой модели число структурных коэффициентов не превышает число 

коэффициентов приведенной модели, которое равно 6. Уменьшение числа 

структурных коэффициентов модели возможно и другим путем: например, 

путем приравнивания некоторых коэффициентов друг к другу, т. е. путем 

предположений, что их воздействие на формируемую эндогенную переменную 

одинаково. На структурные коэффициенты могут накладываться, например, 

ограничения вида bij + аij = 0. 

С позиции идентифицируемости структурные модели можно 

подразделить на три вида: 

 идентифицируемые; 

 неидентифицируемые; 

 сверхидентифицируемые. 
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Модель идентифицируема, если все структурные ее коэффициенты 

определяются однозначно, единственным образом по коэффициентам 

приведенной формы модели, т. е. если число параметров структурной модели 

равно числу параметров приведенной формы модели. В этом случае 

структурные коэффициенты модели оцениваются через параметры 

приведенной формы модели и модель идентифицируема. Рассмотренная выше 

структурная модель (6.4) с двумя эндогенными и тремя экзогенными (предопре-

деленными) переменными, содержащая шесть структурных коэффициентов, 

представляет собой идентифицируемую модель. 

Модель неидентифицируема, если число приведенных коэффициентов 

меньше числа структурных коэффициентов, и в результате структурные 

коэффициенты не могут быть оценены через коэффициенты приведенной 

формы модели. Структурная модель в полном виде (6.1), содержащая n 

эндогенных и т предопределенных переменных в каждом уравнении системы, 

всегда неидентифицируема. 

Модель сверхидентифицируема, если число приведенных коэффициентов 

больше числа структурных коэффициентов. В этом случае на основе 

коэффициентов приведенной формы можно получить два или более значений 

одного структурного коэффициента. В этой модели число структурных 

коэффициентов меньше числа коэффициентов приведенной формы. Так, если 

в структурной модели полного вида (6.1) предположить нулевые значения не 

только коэффициентов а13 и а21 (как в модели (6.2)), но и а22 = 0, то система 

уравнений станет сверхидентифицируемой: 

1 12 2 11 1 12 2

2 21 1 23 3.

y b y a x a x

y b y a x

  


 
  (6.5) 

В ней пять структурных коэффициентов не могут быть однозначно 

определены из шести коэффициентов приведенной формы модели. 

Сверхидентифицируемая модель в отличие от неидентифицируемой модели 

практически решаема, но требует для этого специальных методов исчисления 

параметров. 

Структурная модель всегда представляет собой систему совместных 

уравнений, каждое из которых требуется проверять на идентификацию. Модель 

считается идентифицируемой, если каждое уравнение системы 

идентифицируемо. Если хотя бы одно из уравнений системы 

неидентифицируемо, то и вся модель считается неидентифицируемой. 

Сверхидентифицируемая модель содержит хотя бы одно 

сверхидентифицируемое уравнение. 
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Выполнение условия идентифицируемости модели проверяется для 

каждого уравнения системы. Чтобы уравнение было идентифицируемо, 

необходимо, чтобы число предопределенных переменных, отсутствующих в 

данном уравнении, но присутствующих в системе, было равно числу 

эндогенных переменных в данном уравнении без одного. 

Если обозначить число эндогенных переменных в j-м уравнении системы 

через Н, а число экзогенных (предопределенных) переменных, которые 

содержатся в системе, но не входят в данное уравнение, – через D, то условие 

идентифицируемости модели может быть записано в виде следующего 

счетного правила: 

D + 1 = H – уравнение идентифицируемо; D + 1 < H – уравнение 

неидентифицируемо; D + 1 > H – уравнение сверхидентифицируемо. 

Предположим, рассматривается следующая система одновременных 

уравнений: 

1 12 2 13 3 11 1 12 2

2 21 1 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3 34 4.

y b y b y a x a x

y b y a x a x a x

y b y b y a x a x

   


   
    

  (6.6) 

Первое уравнение точно идентифицируемо, ибо в нем присутствуют три 

эндогенные переменные – уь у2, Уз, т. е. H = 3, и две экзогенные переменные – х, 

и х2, число отсутствующих экзогенных переменных равно двум – х3 и х4,  

D = 2. Тогда имеем равенство: D + 1 = H, т. е. 2 + 1 = 3, что означает наличие 

идентифицируемого уравнения. 

Во втором уравнении системы H = 2 (у1 и у2) и D = 1 (х4). Равенство  

D + 1 = H, т. е. 1 + 1 = 2. Уравнение идентифицируемо. В третьем уравнении 

системы Н = 3 (у1, у2, у3), a D = 2 (х1 и х2). Следовательно, по счетному правилу  

D + 1 = H, и это уравнение идентифицируемо. Таким образом, система (6.6) 

в целом идентифицируема. 

Предположим, что в рассматриваемой модели a21 = 0 и а33 = 0. Тогда 

система примет вид: 

1 12 2 13 3 11 1 12 2

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 34 4.

y b y b y a x a x

y b y a x a x

y b y b y a x

   


  
   

  (6.7) 

Первое уравнение этой системы не изменилось. Система по-прежнему 

содержит три эндогенные и четыре экзогенные переменные, поэтому для него 

D – 2 при Н = 3, и оно, как и в предыдущей системе, идентифицируемо. Второе 

уравнение имеет Н = 2 и D = 2 (x1, х4), так как 2 + 1 > 2. Данное уравнение 
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сверхидентифицируемо. Также сверхидентифицируемым оказывается и третье 

уравнение системы, где H = 3 (у1, y2, y3) и D = 3(х1, х2, х3), т. е. счетное правило 

составляет неравенство: 3 + 1 > 3 или D + 1 > Н. Модель в целом является 

сверхидентифицируемой. 

Предположим, что последнее уравнение системы (6.7) с тремя 

эндогенными переменными имеет вид: 

y3 = b31 y1 + b32y2 + a31x1 + a32 x2 + a34x4, 

т. е. в отличие от предыдущего уравнения в него включены еще две экзогенные 

переменные, участвующие в системе, – х1 и х2. В этом случае уравнение 

становится неидентифицируемым, ибо при Н = 3, D = 1 (отсутствует только х3) 

и D + 1 < Н, 1 + 1 < 3. Итак, несмотря на то что первое уравнение 

идентифицируемо, второе сверхидентифицируемо, вся модель считается 

неидентифицируемой и не имеет статистического решения. 

Для оценки параметров структурной модели система должна быть 

идентифицируема или сверхидентифицируема. 

Рассмотренное счетное правило отражает необходимое, но недостаточное 

условие идентификации. Более точно условия идентификации определяются, 

если накладывать ограничения на коэффициенты матриц параметров 

структурной модели. Уравнение идентифицируемо, если по отсутствующим 

в нем переменным (эндогенным и экзогенным) можно из коэффициентов при 

них в других уравнениях системы получить матрицу, определитель которой не 

равен нулю, а ранг матрицы не меньше, чем число эндогенных переменных 

в системе без одного. 

Целесообразность проверки условия идентификации модели через 

определитель матрицы коэффициентов, отсутствующих в данном уравнении, но 

присутствующих в других, объясняется тем, что возможна ситуация, когда для 

каждого уравнения системы выполнено счетное правило, а определитель 

матрицы названных коэффициентов равен нулю. В этом случае соблюдается 

лишь необходимое, но недостаточное условие идентификации. 

Обратимся к следующей структурной модели: 

1 12 2 13 3 11 1 12 2

2 21 1 22 2 23 3 24 4

3 31 1 32 2 31 1 32 2.

y b y b y a x a x

y b y a x a x a x

y b y b y a x a x

   


   
    

  (6.8) 

Проверим каждое уравнение системы на необходимое и достаточное 

условия идентификации. Для первого уравнения Н = 3 (у1, у2, у3) и D = 2 (х3 и х4 

отсутствуют), т. е. D + 1 = Н и необходимое условие идентификации 

выдержано, поэтому уравнение точно идентифицируемо. Для проверки на 
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достаточное условие идентификации заполним следующую таблицу 

коэффициентов при отсутствующих в первом уравнении переменных, 

в которой определитель матрицы (detA) коэффициентов равен нулю: 

 

Уравнения 
Переменные 

х3 х4 

2 а23 а24 

3 0 0 

 

Следовательно, достаточное условие идентификации не выполняется 

и первое уравнение нельзя считать идентифицируемым. 

Для второго уравнения Н = 2 (у, и у2), D = 1 (отсутствует х{). Счетное 

правило дает утвердительный ответ: уравнение идентифицируемо  

(D + 1 = Н). 

Достаточное условие идентификации выполняется. Коэффициенты при 

отсутствующих во втором уравнении переменных составят: 

 

Уравнения 
Переменные 

у3 х1 

1 bl3 а11 

3 –1 а31 

 

Согласно таблице detA ≠ 0 ранг матрицы равен 2, что соответствует 

следующему критерию: ранг матрицы коэффициентов должен быть не менее 

чем число эндогенных переменных в системе без одного. Итак, второе 

уравнение точно идентифицируемо. 

Третье уравнение системы содержит Н = 3 и D = 2, т. е. по необходимому 

условию идентификации оно точно идентифицируемо (D + 1= Н). 

Противоположный вывод имеем, проверив его на достаточное условие 

идентификации. Составим таблицу коэффициентов при отсутствующих 

в третьем уравнении переменных, в которой detA = 0: 

 

Уравнения 
Переменные 

х1 х4 

1 0  0 

2 а23 а24 
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Из таблицы видно, что достаточное условие идентификации не 

выполняется. Уравнение неидентифицируемо. Следовательно, рассматриваемая 

в целом структурная модель, идентифицируемая по счетному правилу, не 

может считаться идентифицируемой исходя из достаточного условия 

идентификации. 

В эконометрических моделях часто наряду с уравнениями, параметры 

которых должны быть статистически оценены, используются балансовые 

тождества переменных, коэффициенты при которых равны ±1. В этом случае 

хотя само тождество и не требует проверки на идентификацию, ибо 

коэффициенты при переменных в тождестве известны, в проверке на 

идентификацию собственно структурных уравнений системы тождества 

участвуют. 

Например, рассмотрим эконометрическую модель экономики страны: 

1 01 13 3 14 4 1

2 02 23 3 21 1 2

3 03 34 4 31 1 3

4 1 2 2 ,

y A b y b y

y A b y a x

y A b y a x

y y y x







   


   


   
   

 

где  у1 – расходы на конечное потребление данного года; 

у2 – валовые инвестиции в текущем году; 

у3 – расходы на заработную плату в текущем году; 

у4 – валовой доход за текущий год; 

х1 – валовой доход предыдущего года; 

х2 – государственные расходы текущего года; 

А – свободный член уравнения; 

ε – случайные ошибки. 

 

В этой модели четыре эндогенные переменные (у1, у2, у3, у4). Причем 

переменная у4 задана тождеством. Поэтому практически статистическое 

решение необходимо только для первых трех уравнений системы, которые 

необходимо проверить на идентификацию. Модель содержит две 

предопределенных переменных – экзогенную х2 и лаговую х1. 

При практическом решении задачи на основе статистической 

информации за ряд лет или по совокупности регионов за один год в уравнениях 

для эндогенных переменных у1, у2, у3 обычно содержится свободный член (A01, 

A02, A03), значение которого аккумулирует влияние неучтенных в уравнении 

факторов и не влияет на определение идентифицируемости модели. 
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Поскольку фактические данные об эндогенных переменных y1, y2, y3 

могут отличаться от теоретических постулируемых моделью, то принято 

в модель включать случайную составляющую для каждого уравнения системы, 

исключив тождества. Случайные составляющие (возмущения) обозначены 

через ε1, ε2 и ε3. Они не влияют на решение вопроса об идентификации модели. 

В рассматриваемой эконометрической модели первое уравнение системы 

точно идентифицируемо, ибо Н = 3 и D = 2, и выполняется необходимое 

условие идентификации (D + 1 = Н). Кроме того, выполняется и достаточное 

условие идентификации, т. е. ранг матрицы равен 3, а определитель ее не равен 

0 : detA равен – а21 что видно в следующей таблице: 

 

Уравнения y2 x1 х2 

2 –1 a21 0 

3 0 –a31 0 

4 1 0 1 

 

Второе уравнение системы так же точно идентифицируемо: Н = 2 и D = 1, 

т. е. счетное правило выполнено: D + 1 = Н, также выполнено достаточное 

условие идентификации: ранг матрицы 3 и detA = – b34: 

 

Уравнения y1 y4 x2 

1 –1 b14 0 

3 0 b34 0 

4 1 – 1 1 

 

Аналогично третье уравнение системы также идентифицируемо: H = 2,  

D = 1, D + 1 = H и detA ± 0, а ранг матрицы A = 3 и detA= l: 

 

Уравнения y1 y2 х2 

1 –1 0 0 

2 0 –1 0 

4 1 1 1 

 

Идентификация уравнений достаточно сложна и не ограничивается 

только вышеизложенным. На структурные коэффициенты модели могут 

накладываться и другие ограничения, например, в производственной функции 

сумма эластичностей может быть равна по предположению 1. Могут 

накладываться ограничения на дисперсии и ковариации остаточных величин. 
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Контрольные вопросы по разделу 6 

1. Эконометрические системы уравнений, основные характеристики. 

2. Системы независимых уравнений. 

3. Модель экономической эффективности сельхозпроизводства. 

4. Системы рекурсивных уравнений. 

5. Модель производительности труда и фондоотдачи. 

6. Система взаимозависимых уравнений. 

7. Структурная форма модели. 

8. Модель динамики цены и заработной платы. 

9. Эндогенные и экзогенные переменные. 

10. Структурные коэффициенты модели. 

11. Приведенная форма модели. Система приведенных уравнений. 

12. Коэффициенты приведенной формы модели. 

13. Уравнения приведенной формы модели. 

14. Идентификация. Смысл для приведенной и структурной форм моде-

лей. 

15. Проблема идентификации для случая с двумя эндогенными пере-

менными. 

16. С позиции идентифицируемости структурные модели можно под-

разделить на три вида (перечислить и охарактеризовать). 

17. В каком случае модель считается идентифицируемой? 

18. Признак сверхидентифицируемости модели. 

19. Эконометрическая модель экономики страны. 

20. Возможные ограничения, накладываемые на структурные коэф-

фициенты модели. 

 

 

 

  



99 

РАЗДЕЛ 7.  

РЕШЕНИЕ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ ЭКОНОМЕТРИКИ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ MS EXCEL 

7.1. Лабораторная работа по дисперсионному анализу 

 

Задача 1. Вариации альтернативного признака 
 

Цель задачи: осуществить контроль качества продукции. 

Дано: количество годной и бракованной продукции в различных партиях 

продукции. 

№ 

партии 

Продукция, шт 

годная брак всего 

1 1200 400 1600 

2 1000 160 1160 

3 1100 100 1200 

4 1500 300 1800 

5 2000 250 2250 

Сумма 6800 1210 8010 

Найти: 

– средний % годной и бракованной продукции (p, q); 

– дисперсию альтернативного признака (годной продукции) (σ
2
); 

– среднее квадратичное отклонение удельного веса годной продукции (σ); 

– коэффициент вариации удельного веса годной продукции в общей (V). 

Формулы использовать из раздела 2. 

 

Решение: 

p  = 0,8489 или 84,89 % 

q  = 0,1511 или 15,11 % 

σ
2  

= 0,1282    

σ  = 0,3581    

V  = 0,4218 или 42,18 % 

 

Вывод: 

Годной продукции – 84,89 %; брак – 15,11 %. 

Дисперсия уд. веса годной продукции – 0,13; ср. квадр. отклонение – 0,36. 

Вариация альтернативного признака (удельного веса годной продукции)  

к общему выпуску продукции по всем партиям составляет 42,18 %. 
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Варианты для решения задач: 

 
 

Задача 2. Энтропия распределения случайных показателей 
 

Цель задачи: определение энтропии распределения сортности продукции. 

Дано: вероятности выпуска различных сортов продукции в разных цехах 

предприятия. 

№ 

цеха 

Вероятность сортности продукции, pi Всего 
 pi*log pi 

1 сорт 2 сорт 3 сорт брак 1 сорт 2 сорт 3 сорт брак 

1 0,9 0,04 0,05 0,01 1 –0,1368 –0,18575 –0,2161 –0,06644 

2 0,8 0,08 0,05 0,07 1 –0,25754 –0,29151 –0,2161 –0,26856 

3 0,85 0,1 0 0,05 1 –0,1993 –0,33219 0 –0,2161 

4 0,7 0,2 0,1 0 1 –0,3602 –0,46439 –0,33219 0 

5 0,95 0,04 0 0,01 1 –0,0703 –0,18575 0 –0,06644 

Найти: 

– найти энтропию распределения по каждому цеху (Hj) 

 – найти максимальную и минимальную энтропию (Hmax, Hmin) 

 – найти относительные энтропии (Hj
o
) 

 – построить гистограмму относительных энтропий по цехам 

Формулы из раздела 2. 

Решение: 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 партия 1000 5500 3250 4375 2542 3100 5900 4500 5200 3233 2000 7000 4500 5750 3417

2 партия 1200 2700 1950 2325 1425 2790 3700 3245 3473 2239 3500 6000 4750 5375 3375

3 партия 1700 2400 2050 2225 1425 1500 2315 1908 2111 1340 1200 2000 1600 1800 1133

4 партия 950 3300 2125 2713 1613 1100 1300 1200 1250 817 1000 3500 2250 2875 1708

5 партия 1150 1333 1242 1287 843 2100 1500 1800 1650 1150 2222 1300 1761 1531 1097

1 партия 155 400 278 339 205 58 55 57 56 37 134 300 217 259 159

2 партия 111 320 216 268 161 90 167 129 148 92 80 200 140 170 103

3 партия 55 230 143 186 110 78 450 264 357 207 87 210 149 179 109

4 партия 90 111 101 106 69 125 121 123 122 82 120 110 115 113 76

5 партия 120 250 185 218 134 290 280 285 283 189 300 240 270 255 175

го
д

н
ая

 

п
р

о
д

ук
ц

и
я,

 ш
т

б
р

ак
о

ва
н

ая
 

п
р

о
д

ук
ц

и
я,

 ш
т

H1= 0,605092

H2= 1,033702

H3= 0,747585

H4= 1,15678

H5= 0,322493

Hmax= 1,15678

Hmin= 0,322493

H1
o= 0,523083

H2
o= 0,893604

H3
o= 0,646264

H4
o= 1

H5
o= 0,278785

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

1 2 3 4 5

Н
о

№ цеха
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Вывод: 

Максимальная энтропия соответствует распределению сортов в продукции  

4-го цеха и равна 1,16 бит (ближе к однородному распределению). 

Минимальная энтропия соответствует распределению сортов в продукции  

5-го цеха и равна 0,32 бит (ближе к неоднородному распределению). 

Распределение относительных энтропий по цехам на гистограмме показывает 

максимальную однородность в 1. 

 

Варианты для решения задач: 

 
 

 

Задача 3. Правило сложения дисперсий 
 

Цель задачи: определение основных параметров общей, внутригрупповой 

и межгрупповой дисперсий. 

 

Дано: информация об объемах выполненных работ организациями различных 

форм собственности. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 цех 0,900 0,700 0,900 0,800 0,910 0,670 0,910 0,810 0,920 0,680 0,920 0,820 0,250 0,670 0,930

2 цех 0,800 0,850 0,880 0,700 0,810 0,950 0,890 0,710 0,820 0,970 0,900 0,720 0,830 0,970 0,910

3 цех 0,700 0,750 0,850 0,500 0,710 0,710 0,860 0,510 0,720 0,700 0,870 0,520 0,730 0,500 0,880

4 цех 0,600 0,900 0,800 0,300 0,610 0,550 0,810 0,310 0,620 0,450 0,820 0,320 0,630 0,460 0,830

5 цех 0,500 0,820 0,750 0,450 0,510 0,780 0,760 0,460 0,520 0,770 0,770 0,470 0,530 0,800 0,780

1 цех 0,080 0,050 0,070 0,180 0,070 0,310 0,070 0,170 0,060 0,300 0,060 0,160 0,250 0,310 0,050

2 цех 0,100 0,130 0,100 0,280 0,170 0,030 0,090 0,150 0,007 0,010 0,080 0,260 0,150 0,000 0,070

3 цех 0,280 0,230 0,130 0,480 0,270 0,270 0,120 0,470 0,260 0,280 0,110 0,460 0,250 0,480 0,100

4 цех 0,380 0,080 0,180 0,680 0,370 0,430 0,170 0,670 0,360 0,530 0,160 0,660 0,350 0,520 0,150

5 цех 0,480 0,160 0,230 0,530 0,470 0,200 0,220 0,520 0,460 0,210 0,210 0,510 0,450 0,180 0,200

1 цех 0,013 0,167 0,020 0,013 0,000 0,003 0,013 0,011 0,013 0,001 0,000 0,013 0,250 0,013 0,004

2 цех 0,067 0,013 0,013 0,014 0,010 0,013 0,020 0,000 0,115 0,018 0,013 0,018 0,012 0,019 0,013

3 цех 0,013 0,010 0,012 0,013 0,020 0,013 0,019 0,013 0,013 0,000 0,015 0,000 0,013 0,013 0,020

4 цех 0,013 0,008 0,013 0,020 0,013 0,013 0,013 0,013 0,014 0,013 0,012 0,011 0,010 0,009 0,008

5 цех 0,013 0,003 0,018 0,013 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,009 0,010 0,011

1 цех 0,007 0,083 0,010 0,007 0,020 0,017 0,007 0,009 0,007 0,019 0,020 0,007 0,250 0,007 0,016

2 цех 0,033 0,007 0,007 0,006 0,010 0,007 0,000 0,140 0,058 0,002 0,007 0,002 0,008 0,011 0,007

3 цех 0,007 0,010 0,008 0,007 0,000 0,007 0,001 0,007 0,007 0,020 0,005 0,020 0,007 0,007 0,000

4 цех 0,007 0,012 0,007 0,000 0,007 0,007 0,007 0,007 0,006 0,007 0,008 0,009 0,010 0,011 0,012

5 цех 0,007 0,017 0,002 0,007 0,019 0,018 0,017 0,016 0,015 0,014 0,013 0,012 0,011 0,010 0,009

со
р

т 
1

,  
Pi

со
р

т 
2

,  
Pi

со
р

т 
3

,  
Pi

б
р

ак
,  

P
i
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Найти: 

– найти средний объем выполненных работ по обеим формам собственности 

(xoср.); 

 – найти средние объемы выполненных работ по каждой форме собственности 

(xiср.); 

 – найти внутригрупповые и общую дисперсии (σ
2

i, σ
2
o); 

 – найти среднюю из внутригрупповых дисперсий (σ
2

ср.); 

 – найти межгрупповую дисперсию (δ
2
); 

 – найти общую дисперсию по правилу сложения дисперсий (σ
2
о); 

 – найти коэффициент детерминации (η
2
); 

 – найти эмпирическое корреляционное отношение (η); 

 – найти значение критерия Фишера (F) и сравнить с табличным для ур.  

знач. 5 %. 
 

Формулы из раздела 2. 

 

Решение: 

xoср. = 3240 млн руб. 

x1ср. = 686 млн руб. 

x2ср. = 5794 млн руб. 

σ
2

1 = 32504  

σ
2

2 = 1598024  

σ
2

o = 7338180  

σ
2

ср .= 815264  

δ
2 
= 6522916  

σ
2

o = 7338180  

η
2 
= 0,888901063 88,89 % 

η = 0,942815498 94,28 % 

F = 24,00295855 Fтаб. = 10,13 

госуд. комм. госуд. комм. госуд. комм.

1 420 3980 70756 3290596 7952400 547600

2 690 6120 16 106276 6502500 8294400

3 790 6030 10816 55696 6002500 7784100

4 950 7790 69696 3984016 5244100 20702500

5 580 5050 11236 553536 7075600 3276100

сумма 3430 28970 162520 7990120 32777100 40604700

№ орг-и

Объем выполненных 

работ, млн.руб

Квадрат 

отклонения от 

среднего

Квадрат отклонения 

от среднего общего
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Вывод: 

Так как эмпирическое корреляционное соотношение η близко к 1, т. е. = 94,3 %, 

то можно утверждать, что существует тесная связь между формой 

собственности и объемом выполненных работ. Это же подтверждает критерий 

Фишера: F > Fтабл. по уровню значимости 5 %. 

 

Варианты для решения задач: 

 
 

7.2. Лабораторная работа по корреляционному анализу 

 

Задача 1. Корреляционный анализ трех показателей 

 

Цель задачи: определение показателей с наилучшей корреляцией. 

Дано: 3 показателя по 10 предприятиям. 

 

№ пред-я x1 x2 x3 

1 6 2 25 

2 4,9 0,8 30 

3 7 2,7 20 

4 6,7 3 21 

5 5,8 1 28 

6 6,1 2,1 26 

7 5 0,9 30 

8 6,9 2,6 22 

9 6,8 3 20 

10 5,9 1,1 29 

Найти: 

– матрицу ковариаций показателей; 

– матрицу корреляций показателей; 

– корреляцию наиболее коррелируемых показателей. 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 орг-я 155 400 278 339 205 58 55 57 56 37 134 300 217 259 159

2 орг-я 111 320 216 268 161 90 167 129 148 92 80 200 140 170 103

3 орг-я 318 230 143 186 110 78 450 264 357 207 210 149 249 179 109

4 орг-я 90 111 101 106 69 125 121 123 122 82 120 110 115 113 76

5 орг-я 120 250 185 218 134 290 280 285 283 189 300 240 270 255 175

1 орг-я 2000 1100 6500 8750 5083 6200 9500 9000 7500 6467 4000 9500 9000 8000 6833

2 орг-я 2400 5400 3900 4650 2850 5580 7400 6490 6945 4478 7000 5600 9500 6800 6750

3 орг-я 3400 4800 4100 4450 2850 3000 4630 3815 4223 2679 2400 4000 3200 3600 2267

4 орг-я 1900 6600 4250 5425 3225 2200 2600 2400 2500 1633 2000 7000 4500 5750 3417

5 орг-я 2300 2666 2483 2575 1686 4200 3000 3600 3300 2300 4444 2600 3522 3061 2194

го
су

д
.,

 

м
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.
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Используем формулы: 

для расчета ковариации 

 
 

для расчета корреляции 

 
 

Решение: 

 
 

 

Корреляция 

R x1 x2 x3 

x1 1     

x2 0,913 1   

x3 –0,939 –0,9737 1 
 

 
 

 
 

Вывод: Показатели х2 и х3 наиболее коррелируемы. 

№ пред-я x1 x2 x3

1 6 2 25

2 4,9 0,8 30

3 7 2,7 20

4 6,7 3 21

5 5,8 1 28

6 6,1 2,1 26

7 5 0,9 30

8 6,9 2,6 22

9 6,8 3 20

10 5,9 1,1 29

ср. зн. 6,11 1,92 25,1

Ковариация

cov x1 x2 x3

x1 0,5089

x2 0,5548 0,7256

x3 -2,601 -3,222 15,09

|Rmax| = |Rx2x3| = 0,9737

d1 d2 d3

№ пред-я x1 x2 x3 d1 d2 d3 d1d2 d1d3 d2d3

1 6 2 25 -0,11 0,08 -0,1 0,0121 0,0064 0,01 -0,0088 0,011 -0,008

2 4,9 0,8 30 -1,21 -1,12 4,9 1,4641 1,2544 24,01 1,3552 -5,929 -5,488

3 7 2,7 20 0,89 0,78 -5,1 0,7921 0,6084 26,01 0,6942 -4,539 -3,978

4 6,7 3 21 0,59 1,08 -4,1 0,3481 1,1664 16,81 0,6372 -2,419 -4,428

5 5,8 1 28 -0,31 -0,92 2,9 0,0961 0,8464 8,41 0,2852 -0,899 -2,668

6 6,1 2,1 26 -0,01 0,18 0,9 1E-04 0,0324 0,81 -0,0018 -0,009 0,162

7 5 0,9 30 -1,11 -1,02 4,9 1,2321 1,0404 24,01 1,1322 -5,439 -4,998

8 6,9 2,6 22 0,79 0,68 -3,1 0,6241 0,4624 9,61 0,5372 -2,449 -2,108

9 6,8 3 20 0,69 1,08 -5,1 0,4761 1,1664 26,01 0,7452 -3,519 -5,508

10 5,9 1,1 29 -0,21 -0,82 3,9 0,0441 0,6724 15,21 0,1722 -0,819 -3,198

ср. зн.(xcp) 6,11 1,92 25,1 Ковариация (cov): 0,5089 0,7256 15,09 0,5548 -2,601 -3,222

Ср.квадратичное.откл.(S): 0,713372 0,851822 3,884585

Корреляция (R): 1 1 1 0,9130017 -0,9386 -0,97372

 22 xx )( 11 xx   33 xx  2 2 2
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Варианты к расчету корреляции 

 
 

7.3. Лабораторная работа по регрессионному анализу 

 

Задача 1. Регрессионный однофакторный анализ 
 

Цель задачи: определение показателей уравнения линейной регрессии и про-

верка на адекватность модели. Выполнить решение задачи по одному 

приведенных вариантов (таблица коэффициентов уравнений регрессии 

прилагается ниже). 

Дано: Табличная функция y(х). Затраты на производство y (млн руб.) от 

выпуска продукции х (тыс. ед.). 

 

№ предприятия 1 2 3 4 5 6 7 

Выпуск 

продукции (х) 
1,1 2 3,9 3,2 5 3 4 

Затраты на 

производство (y) 
35 65 148 105 180 99 150 

 

№ вар.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

№ пред-я x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1

1 5,0 1,6 8,7 8,7 2,1 0,5 3,8 12,6 9,3 6,6 7,0 4 1 8 10

2 9,4 10,8 5,5 0,3 5,1 21,7 13,3 3,5 10,5 9,7 5,0 5 17 21 3

3 22,7 1,4 11,8 26,0 23,7 3,1 0,8 1,8 2,6 2,7 4,0 4 27 19 8

4 9,7 4,2 1,2 3,8 15,8 2,7 7,8 8,5 0,5 5,2 0,0 4 27 27 25

5 11,6 6,0 17,0 14,4 1,0 10,7 1,0 7,2 10,9 8,1 6,0 3 8 6 12

6 7,7 10,1 27,3 34,3 2,8 2,7 6,2 5,3 10,0 19,8 5,0 5 9 12 5

7 3,2 13,2 4,6 15,9 23,7 14,0 6,0 6,0 2,2 5,0 7,0 6 16 8 25

8 9,8 6,0 0,4 8,2 6,5 0,8 1,1 16,4 6,6 12,4 8,0 3 22 10 11

9 2,5 2,9 6,3 2,8 1,8 3,5 10,3 7,6 1,9 8,5 2,0 8 5 12 17

10 0,4 23,3 6,8 4,0 9,6 4,1 0,2 15,3 5,2 0,1 1,0 6 8 16 6

x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2

1 5 9 23 10 12 8 3 10 3 0 1 5 18 10 4

2 2 11 1 4 6 10 13 6 3 23 14 4 4 9 15

3 9 6 12 1 17 27 5 0 6 7 13 18 12 6 15

4 9 0 26 4 14 34 16 8 3 4 15 18 14 1 13

5 2 5 24 16 1 3 24 7 2 10 18 9 19 4 15

6 1 22 3 3 11 3 14 1 4 4 8 7 11 2 18

7 4 13 1 8 1 6 6 1 10 0 19 14 2 7 2

8 13 3 2 9 7 5 6 16 8 15 18 13 15 11 13

9 9 10 3 0 11 10 2 7 2 5 15 18 8 11 18

10 7 10 3 5 8 20 5 12 9 0 14 3 7 2 14

x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3

1 5 2 9 9 2 1 4 13 9 7 10 33 18 42 33

2 9 11 6 0 5 22 13 3 10 10 11 14 25 16 17

3 23 1 12 26 24 3 1 2 3 3 17 37 28 24 12

4 10 4 1 4 16 3 8 9 0 5 16 28 19 44 18

5 12 6 17 14 1 11 1 7 11 8 25 14 37 12 10

6 8 10 27 34 3 3 6 5 10 20 29 28 48 40 14

7 3 13 5 16 24 14 6 6 2 5 31 50 40 24 17

8 10 6 0 8 7 1 1 16 7 12 22 27 13 49 37

9 3 3 6 3 2 4 10 8 2 9 39 26 21 33 37

10 0 23 7 4 10 4 0 15 5 0 14 48 47 32 24
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Найти: 

По алгоритму парного линейного регрессионного анализа, приведенного 

в  п. 4.3 и рисунке 7, определить все показатели. Построить точечный график 

заданной табличной функции у и график регрессионной модели . 

 

Решение 

№ пред- 

приятия  

Выпуск 

продукции, 

тыс.ед. (x) 

Затраты на 

производство  

в млн руб. (y) 

yx x² y² ŷx y–ŷx ŷx– y  100 |y–ŷx|/y 

1 1,1 35 30 1 900 35,29 –0,29 –74,71 0,838 

2 2 65 140 4 4900 68,25 –3,25 –41,75 5,003 

3 3,9 148 600 16 2500 137,83 10,17 27,83 6,870 

4 3,2 105 300 9 1000 112,20 –7,20 2,20 6,855 

5 5 180 850 25 28900 178,11 1,89 68,11 1,047 

6 3 99 300 9 10000 104,87 –5,87 –5,13 5,932 

7 4 150 600 16 22500 141,49 8,51 31,49 5,671 

Итого 22 770 2820 80 99700 778,06 – – – 

Ср.знач. 3,14 110 402,9 11,4 14243 111,15 – – – 

 

cov(x,y)= 57,4571429 

σ²x = 1,569 

b = 36,6202313 

a = –4,9875263 

σx = 1,2525973 

σy = 46,2914679 

Rxy = 0,99090405 

σфакт = 13761,1942 

σост = 55,2505996 

F = 249,068685 

ε = 4,60239946 

 

 
 

0
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200
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Вывод 

Линейная регрессионная модель адекватно описывает табличную функцию. 

Средняя квадратичная ошибка составила 4,6%. Критерий Фишера 249, что 

значительно выше табличных значений. Коэффициент корреляции составил 

0,99. Это указывает на то, что табличные данные адекватно описывает 

линейная регрессионная модель. 

 

Варианты к расчету однофакторных регрессионных моделей 

(Построить точечный график заданной табличной функции и график регрессионной модели. 

Найти коэффициенты, корреляцию, среднюю относительную ошибку, проверить  

F-критерием) 

1) Экспериментальные данные представлены в виде таблицы. 

xi 100 152 193 228 261 304 

Yi 3,23 7,80 15,4 24,2 37,9 60,1 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: Y = a + b/x. 

2)  Рост инфляции в % (yi) по годам (xi) приведен в таблице. 

xi 2000 2001 2002 2003 2004 2005 

yi 5 7,2 9,1 10,3 13,1 14,5 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: y = a + bx. 

3) Изменение штрафов предприятия по загрязнению среды по годам представлено 

в таблице. 

Прибыль, тыс. руб. (Yi) 1100 720 640 390 350 270 

Годы (xi) 2000 2001 2002 2003 2004 2005 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: Y = a – b/x. 

4) Изменение денежного дохода на душу населения от 1997–2001г. по РФ. 

Денежный доход, руб. (yi) 923 970 1563 2112 2519 

Годы (xi) 1997 1998 1999 2000 2001 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа:  у= ax
b
. 

5) Изменение валового внутреннего продукта от 1997–2001г. по РФ. 

Валовой внутренний продукт,  

млрд. руб. (Yi) 

2529,6 2697,8 4546 6450 7750 

Годы (xi) 1997 1998 1999 2000 2001 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: у = ae
bx

. 

6) Изменение оборота розничной торговли от 1997–2001г. по РФ. 

Оборот розничной торговли,  

млрд. руб. (yi) 

830,6 1020,5 1722,8 2251,4 2670 

Годы (xi) 1997 1998 1999 2000 2001 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: у = 10
a+bx

. 

7) Зависимость рентабельности продукции (yi) от ее трудоемкости (xi) по данным 

предприятия. 
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Рентабельность продукции, % (yi) 32 28 22 20 16 15 10 

Трудоемкость, ч./ед. (xi) 1,0 1,2 1,5 2,0 2,5 2,7 3,0 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: у = a
.
b

x
. 

8) Зависимость рентабельности продукции (yi) от ее трудоемкости (xi) по данным 

предприятия. 

Рентабельность продукции, % (yi) 32 28 22 20 16 15 10 

Трудоемкость, ч./ед. (xi) 1,0 1,2 1,5 2,0 2,5 2,7 3,0 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: у = exp(a + bx). 

9) Зависимость рентабельности продукции (Yi) от ее трудоемкости (xi) по данным 

предприятия. 

Рентабельность продукции, % (Yi) 32 28 22 20 16 15 10 

Трудоемкость, ч./ед. (xi) 1,0 1,2 1,5 2,0 2,5 2,7 3,0 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: Y = a + b/x. 

10) Зависимость индекса прибыли (yi) от времени (xi) по данным предприятия. 

Время, 

мес. (xi) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

Индекс 

прибыли 

(yi) 

12,1 13,8 15,4 18,7 17 21,5 23 25 28 31,2 33,6 36,1 37,5 40,2 39 43,9 47 50,5 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: y = a  – bx. 

11) Объем платных услуг населению (yi) по годам (xi) по РФ. 

Объем платных услуг населению (yi) , млрд.руб. 274,4 318,6 647,6 915,0 1810,0 

Годы (xi) 1997 1998 1999 2000 2001 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: y = a
.
b

x
. 

12) Объем платных услуг населению (Yi) по годам (xi) по РФ. 

Объем платных услуг населению (Yi) , млрд.руб. 810,0 615,0 447,6 318,6 274,4 

Годы (xi) 1997 1998 1999 2000 2001 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: Y = a – b/x. 

13) Зависимость премии (Yi) от коэффициента производительности труда (xi). 

Премия (Yi) , $ США 74,55 88,5 95,8 114,5 125,8 

Коэффициент производительности труда (xi) 0,74 0,85 1,04 1,10 1,34 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: Y = a + b/x. 

14) Зависимость премии (yi) от коэффициента производительности труда (xi). 

Премия (yi) , $ США 74,55 88,5 115,8 154,5 195,8 

Коэффициент производительности труда (xi) 0,74 0,85 1,04 1,10 1,34 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: у = exp(a + bx). 

15) Зависимость процента нарушений трудовой дисциплины (Yi) от коэффициента 

производительности труда (xi). 

Нарушения трудовой дисциплины (Yi) , % 125,8 114,5 95,8 88,5 74,55 

Коэффициент производительности труда (xi) 0,6 0,58 0,8 0,82 0,9 

 Использовать следующую формулу для регрессионного анализа: Y = a – b/x. 
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Таблица расчета коэффициентов уравнений регрессии: 

Уравнение 

регрессии 
Рассчитываемые коэффициенты 

у = a0 + a1x 
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Задача 2. Регрессионный многофакторный анализ 

 

Цель задачи: определение показателей двухфакторной регрессионной модели 

и рассчитать основные параметры. Оценить статистическую значимость 

коэффициентов уравнения множественной регрессии. Выполнить решение 

задачи по одному приведенных вариантов. 

По десяти кредитным учреждениям получены данные, характеризующие 

зависимость объема прибыли (Y) от среднегодовой ставки по кредитам (X1), 

ставки по депозитам (X2) и размера внутри банковских расходов (X3). 

 

Дано: Статистические данные 

Y, объем 

прибыли 

Х1, среднегодовая ставка 

по кредитам 

Х2, ставки по 

депозитам 

Х3, внутрибанковские 

расходы 

50 22 176 150 

54 30 170 154 

60 20 156 146 

62 32 172 134 

70 44 162 132 

54 34 160 126 

84 52 166 134 

82 56 156 126 

86 66 152 88 

84 68 138 120 

 

Найти:  

1. Осуществить выбор факторных признаков для построения 

двухфакторной регрессионной модели. 

2. Рассчитать параметры модели. 

3. Для характеристики модели определить: 

–  линейный коэффициент множественной корреляции, 

–  коэффициент детерминации, 

–  средние коэффициенты эластичности, 

–  бетта-, дельта-коэффициенты. 

Дать их интерпретацию. 

4. Осуществить оценку надежности уравнения регрессии. 

5. Оценить с помощью t-критерия Стьюдента статистическую значимость 

коэффициентов уравнения множественной регрессии. 
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6. Построить точечный и интервальный прогнозы результирующего пока-

зателя. 

7. Отразить результаты расчетов на графике. 

Выполнение задач отразить в отчете, приложить файл MS Excel с расчетами. 
 

Решение 

1. Построение системы показателей. Анализ матрицы коэффициентов парной 

корреляции. Выбор факторных признаков для построения двухфакторной 

регрессионной модели. 

t Y Х1 Х2 Х3 

1 50 22 176 150 

2 54 30 170 154 

3 60 20 156 146 

4 62 32 172 134 

5 70 44 162 132 

6 54 34 160 126 

7 84 52 166 134 

8 82 56 156 126 

9 86 66 152 88 

10 84 68 138 120 

Cумма 686,00 424,00 1608,00 1310,00 

Среднее 

значение 
68,60 42,40 160,80 131,00 

 

В данном примере n = 10, m = 3. 

Осуществим выбор факторных признаков для построения двухфакторной 

регрессионной модели с использованием инструмента корреляции в MS Excel. 

Для проведения корреляционного анализа необходимо выполнить следующие 

действия: 

1) Данные для корреляционного анализа должны располагаться в смеж-

ных диапазонах ячеек. 

2) Выбрать команду СервисАнализ данных. 

3) В диалоговом окне Анализ данных выбрать инструмент Корреляция, 

а затем щелкнуть на кнопке ОК. 

4) В диалоговом окне Корреляция в поле Входной интервал необходимо 

ввести диапазон Ячеек, содержащих исходные данные. Если выделены 

и заголовки столбцов, то установить флажок Метки в первой строке. 

5) Выбрать параметры ввода. В данном примере Новый рабочий лист. 

6) ОК. 
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Результаты корреляционного анализа 

Показатели 
Y, объем 

прибыли 

Х1, 

cсреднегодовая 

ставка по 

кредитам 

Х2, ставки по 

депозитам 

Х3, 

внутрибанковские 

расходы 

Y, объем прибыли 1    

Х1, среднегодовая 

ставка по кредитам 
0,9245574 1   

Х2, ставки по 

депозитам  
–0,644592 –0,704528548 1  

Х3, внутрибанковские 

расходы 
–0,704905 –0,792925348 0,606153861 1 

 

Анализ матрицы коэффициентов парной корреляции показывает, что на 

зависимую переменную, т. е. объем прибыли больше влияют среднегодовая 

ставка по кредитам (ryx1), и внутри банковские расходы (ryx2). 

Для построения двухфакторной регрессионной модели выбираем Х1 и Х3. 

 

2.  Построим линейную модель регрессии с использованием инструмента 

регрессия в Excel. 

Для проведения регрессионного анализа выполняются следующие действия: 

1)  Выбрать команду Сервис Анализ данных. 

2) В диалоговом окне Анализ данных выбрать инструмент Регрессия, 

а затем щелкнуть на кнопке ОК. 

3) В диалоговом окне Регрессия в поле Входной интервал Y необходимо 

ввести адрес одного диапазона ячеек, который представляет 

зависимую переменную. В поле Входной интервал X ввести адреса 

одного или нескольких диапазонов, которые содержат значения 

независимых переменных. 

4) Если выделены и заголовки столбцов, то установить флажок Метки 

в первой строке. 

5)  Выбрать параметры ввода. В данном примере Новый рабочая книга. 

6)  В поле остатки поставить необходимые флажки. 

7)  ОК. 

 

Показатели Коэффициенты 

Y-пересечение 26,70290364 

Х1, среднегодовая ставка по кредитам 0,808488112 

Х3, внутрибанковские расходы 0,058146568 
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Оценка параметров регрессии осуществляется по методу наименьших 

квадратов по формуле а = (Х
Т
Х)

–1
Х

Т
Y, используя данные, приведенные в таб-

лице с исходной информацией. 

(Х
т

Х) = 








1310

424

10

53212

20720

424









174764

53212

1310

 

(Х
т

Х)
–1

 = 








0,14266198-

0,13677353-

24,5879164

0,00072618

0,00098216

0,13677353-









0,00085398

0,00072618

0,14266198-

 

а = 
















0581,0

8085,0

7029,26

 

Уравнение регрессии зависимости среднегодовой ставки по кредитам и размера 

внутри банковских расходов можно записать в следующем виде  

Y = 26,7029 + 0,8085Х1 + 0,0581Х3. 

 

3.  Оценим адекватность построенной модели. 
 

t Y Yр Х1 Х2 Х3 Е (t) Е (t)
2
 (Е (t)*Е (t–1) 

{(Е (t)–Е (t–

1)}
2
 

1 50 53,2049 22 176 150 –3,2049 10,271384   

2 54 59,9053 30 170 154 –5,9053 34,872568 18,92589597 7,29216016 

3 60 51,3555 20 156 146 8,6445 74,72738 –51,04836585 211,69668 

4 62 60,3603 32 172 134 1,6397 2,6886161 14,17438665 49,067223 

5 70 69,9461 44 162 132 0,0539 0,0029052 0,08837983 2,51476164 

6 54 61,5125 34 160 126 –7,5125 56,437656 –0,40492375 57,250409 

7 84 76,5303 52 166 134 7,4697 55,796418 –56,11612125 224,466317 

8 82 79,2995 56 156 126 2,7005 7,2927003 20,17192485 22,7452686 

9 86 85,1767 66 152 88 0,8233 0,6778229 2,22332165 3,52387984 

10 84 88,6529 68 138 120 –4,6529 21,649478 –3,83073257 29,9887664 

Cумма 686,00 685,94 424,00 1608,00 1310,00 0,056 264,41693 –55,81623447 608,545466 

Среднее 

значение 
68,60  42,40 160,80 131,00     

 

а) Проверку независимости остатков проведем с помощью d-критерия Дарби-

на – Уотсона [6]: 

 

 

2

2

( ) ( 1)
,

( )

E t E t
d

E t

 




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d = 608,545466/264,41693 = 2,30 > 2 – отрицательная корреляция, 

d1 = 4– 2,3= 1,7. 

В качестве критических табличных уровней при n = 10, двух объясняющих 

факторах при уровне значимости в 5 % возьмем величины d1 = 0,70, d2 = 1,64. 

Так как расчетное значение попало в интервал от d2 до 2, то свойство 

независимости выполняется. 

 

б) Оценим нормальность распределения остаточной компоненты по RS-крите-

рию с критическими уровнями 2,7–3,7. 

SЕ =
3-n  

2(t) E 
= 6,15, 

RS = (Emax–Emin)/SE = {8,64–(–7,51)}/6,15 = 2,63. 

Гипотеза о нормальном распределении ряда остатков отвергается. 

На основе полученной модели нельзя строить интервальный прогноз. 

 

Регрессионная статистика 

Множественный R 0,925715067 

R-квадрат 0,856948384 

Нормированный R-квадрат 0,816076494 

Стандартная ошибка 6,146039446 

Наблюдения 10 

 

Линейный коэффициент множественной корреляции R = 0,926. 

Коэффициент детерминации R
2 

= 0,857, то есть 85,7 % вариации зависимой 

переменной учтено в модели и обусловлено влиянием включенных факторов. 

Вычислим средние коэффициенты эластичности по формуле: 

Эj = aj*Xj/Y, 

Э1 = 0,808*42,4/68,6 = 0,50, 

Э2 = 0,058*131/68,6 = 0,11. 

При увеличении ставки по кредитам на 1 % и неизменном размере расходов 

прибыль банка увеличится на 0,50 %, а увеличение размера расходов при 

неизменной ставке кредита приведет к увеличению прибыли на 0,11 %. 

Рассчитаем бетта-коэффициенты: 

 j = aj * Sхj/Sy, 

 1 = 0,98, 

 2 = 0,08. 
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При неизменном размере расходов увеличение ставки по кредитам на величину 

среднеквадратического отклонения увеличит прибыль банка на 0,98 ее 

среднеквадратического отклонения. 

При неизменной ставке по кредитам увеличение размера расходов на величину 

среднеквадратического отклонения увеличит прибыль банка на 0,08 ее 

среднеквадратического отклонения. 

Вычислим дельта коэффициенты: 

 1 = ryx1  1 / R
2 
= 0,21, 

 2 = ryx3  2 / R
2 
= 0,79. 

Доля влияния ставки по кредитам в суммарном влиянии всех факторов 

составляет 21 %, а доля влияния размера расходов 79 %. 

 

4. Осуществим оценку надежности уравнения регрессии на основе вычисления 

F-критерия Фишера: 

 

   

2

2

1 0,857 7
20,0.

1 0,857 21

R n k
F

R k

  
  

 
 

Табличное значение F-критерия Фишера при доверительной вероятности 0,95 

при V1 = k = 2 и V2 = n – k –1 = 7 составляет 4,74. 

Так как F > Fтабл , то уравнение регрессии признается адекватным. 

 

5. Оценим с помощью t-критерия Стьюдента статистическую значимость коэф-

фициентов уравнения множественной регрессии. 

b11 = 24,5879 

b22 = –0,13677 

b33 = –0,14266 

taj = aj/Saj 

tа0 = 0,876 

tа1 = 4,197 

tа2 = 0,324 

Табличное значение t-критерия при 5 % уровне значимости и степенях свободы 

(10 – 2 – 1) = 7 составляет 2,3646. 

t 2 < tтабл значит , коэффициент а2 не являются статистически значимыми. 

t1 > tтабл то, коэффициент а1 являются статистически значимыми. 

 

6. Построим точечный и интервальный прогнозы на 2 шага вперед на основе 

приростов от фактически достигнутого уровня. 
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Средний абсолютный прирост Х1 

САП = (68–22)/9 = 5,11, 

Х1р(11) = Х1(10) + 5,11 * 1 = 73,11, 

Х1р(12) = Х1(10) + 5,11 * 2 = 78,22. 

 

Средний абсолютный прирост Х3 

САП = (120 – 150)/9 = –3,33, 

Х3р(11) = Х3(10) – 3,33 * 1 = 116,67, 

Х3р(12) = Х3(10) – 3,33 * 2 = 113,34. 

Для получения прогнозных оценок прибыли по модели  

Y = 26,7029 + 0,8085Х1 + 0,0581Х3 

подставим в нее найденные прогнозные значения факторов: 

Yр(11) = 26,7029 + 0,8085 * 73,11 + 0,0581 * 116,67 = 92,59, 

Yр(12) = 26,7029 + 0,8085 * 78,22 + 0,0581 * 113,34 = 96,53. 

Доверительный интервал прогноза будет иметь следующие границы: 

Верхняя граница прогноза: Yр(N+1) + U(1). 

Нижняя граница прогноза: Yр(N+1) – U(1). 

U(l) = Setкр пр
XXX

пр
X

TT 1

)(


 , 

где Se = 6,15;  tкр = t(0,05; 7) = 2,36;  l = 1;  Х
Т

пр
= (1; 73,11; 116,67). 

(Х
т
Х) = 









1310

424

10

53212

20720

424









174764

53212

1310

 

(Х
т
Х)

–1
 = 









0,14266198-

0,13677353-

24,5879164

0,00072618

0,00098216

0,13677353-









0,00085398

0,00072618

0,14266198-

 

U(1) = 6,15 * 2,36 * 56,0 =10,89 

l = 2 

Х
Т

пр
= (1; 78,22; 113,34) 

U(2) = 6,15 * 2,36 * 63,0  = 11,47. 

 

Таблица прогнозов 

Упреждение Прогноз Нижняя граница Верхняя граница 

1 92,59 81,7 103,48 

2 96,53 85,06 108 
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Вывод 

Многофакторная регрессионная модель адекватно описывает табличную 

функцию y(x1, x2, x3). Причем адекватность модели подтверждается при 

удалении незначимого фактора x2. Незначимость определена по t-критерию 

Стьюдента. Адекватность модели также доказана по всем основным критериям. 

Сделан интервальный прогноз и показан на графике в точках 11 и 12  

(Yмин. и Yмакс.). 
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Варианты к расчету задач многофакторного регрессионного анализа 

 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

t

1 56 78 45 58 75 46 60 72 47 62 69 48 64 66 49 66 63 50 68 60

2 78 69 50 81 66 51 84 63 52 87 60 53 90 57 54 93 54 55 96 51

3 86 90 59 84 87 60 82 84 61 80 81 62 78 78 63 76 75 64 74 72

4 95 95 67 98 92 68 101 89 69 104 86 70 107 83 71 110 80 72 113 77

5 69 100 75 67 97 76 65 94 77 63 91 78 61 88 79 59 85 80 57 82

6 75 85 74 78 82 75 81 79 76 84 76 77 87 73 78 90 70 79 93 67

7 89 77 71 87 74 72 85 71 73 83 68 74 81 65 75 79 62 76 77 59

8 93 68 60 96 65 61 99 62 62 102 59 63 105 56 64 108 53 65 111 50

9 110 62 50 108 59 51 106 56 52 104 53 53 102 50 54 100 47 55 98 44

10 130 53 45 133 50 46 136 47 47 139 44 48 142 41 49 145 38 50 148 35

1 107 15 5 10 105 13 3 8 103 11 1 6 101 9 1 4 16 7 17 2

2 151 17 6 10 149 15 4 8 147 13 2 6 145 11 1 4 14 9 21 2

3 175 19 7 10 173 17 5 8 171 15 3 6 169 13 1 4 18 11 18 2

4 185 21 8 10 183 19 6 8 181 17 4 6 179 15 2 4 19 13 23 2

5 130 23 7 10 128 21 5 8 126 19 5 6 124 17 3 4 19 15 15 2

6 145 25 6 10 143 23 4 8 141 21 6 6 139 19 4 4 17 17 21 2

7 170 27 9 10 168 25 7 8 166 23 7 6 164 21 5 5 16 5 18 5

8 181 29 5 10 179 27 3 8 177 25 8 6 175 23 6 6 14 6 23 6

9 215 31 3 10 213 29 1 8 211 27 9 6 209 25 7 7 13 7 21 7

10 255 33 2 10 253 31 1 8 251 29 10 6 249 27 8 4 11 25 28 2

1 10 99 81 12 101 83 14 103 85 16 105 87 18 107 89 20 109 91 22 111

2 8,5 87 89 11 89 91 13 91 93 15 93 95 17 95 97 19 97 99 21 99

3 7 115 104 9 117 106 11 119 108 13 121 110 15 123 112 17 125 114 19 127

4 5,5 121 117 7,5 123 119 9,5 125 121 12 127 123 14 129 125 16 131 127 18 133

5 4 128 130 6 130 132 8 132 134 10 134 136 12 136 138 14 138 140 16 140

6 2,5 108 128 4,5 110 130 6,5 112 132 8,5 114 134 11 116 136 13 118 138 15 120

7 3 98 123 5 100 125 7 102 127 9 104 129 11 106 131 13 108 133 15 110

8 6 86 105 8 88 107 10 90 109 12 92 111 14 94 113 16 96 115 18 98

9 12 78 89 14 80 91 16 82 93 18 84 95 20 86 97 22 88 99 24 90

10 8 66 81 10 68 83 12 70 85 14 72 87 16 74 89 18 76 91 20 78

1 17 11 79 1,3 79 9,2 79 11 79 1,8 79 9,7 79 12 79 2,2 79 10 79 12

2 23 9,7 86 1,2 86 10 86 10 86 1,6 86 11 86 11 86 2,1 86 11 86 11

3 15 13 55 1 55 12 55 13 55 1,4 55 12 55 14 55 1,9 55 13 106 14

4 34 15 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85 87 89 91 93 95 97 99 15

5 48 14 69 0,7 69 15 69 15 69 1,1 69 15 69 15 69 1,6 69 16 69 16

6 34 12 74 0,5 74 14 74 12 74 0,9 74 15 74 13 74 1,4 74 15 74 13

7 56 11 79 0,6 79 14 79 11 79 1 79 14 79 12 79 1,4 79 15 79 12

8 62 9,5 85 0,9 85 12 85 10 85 1,3 85 12 85 10 85 1,8 85 13 85 11

9 75 8,7 90 1,6 90 10 90 9,1 90 2 90 11 90 9,6 90 2,4 90 11 90 10

10 89 7,4 97 1,1 97 9,2 97 7,8 97 1,6 97 9,7 97 8,3 97 2 97 10 97 8,7

Y

X1

X2

X3
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7.4. Лабораторная работа по временным рядам 

 

Задача 1. Построение аддитивной модели временного ряда 
 

Цель задачи: построить аддитивную модель временного ряда. В качестве 

задачи исследовать данные потребления электроэнергии жителями в регионах 

по кварталам и построить модель временного ряда. Определить необходимые 

характеристики модели и сделать прогноз. 

Дано: информация о квартальном потреблении (расходе) электроэнергии 

(в ГВт) по регионам. 
 

 
 

Найти: построить аддитивную модель временного ряда поэтапно: 

1) Построить график расхода электроэнергии по кварталам. 

2) Автокорреляция уровней временного ряда и выявление его структуры; 

3) Выравнивание исходных уровней ряда методом скользящей средней; 

4) Расчет значений сезонной компоненты; 

5) Устранение влияния сезонной компоненты; 

6) Определение тренда U(t); 

7) Определение оптимального тренда U(t); 

8) Графическое представление аддитивной модели; 

9) Расчет абсолютных и относительных ошибок; 

10) Прогнозирование с помощью выбранной модели временного ряда. 
 

Решение: 

1. График расхода электроэнергии по кварталам: 

 
 

№ квартала (t) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Расход эл.энергии (yt) 6 4,4 5 9 7,2 4,8 6 10 8 5,6 6,4 11 9 6,6 7 11
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2. Автокорреляция уровней временного ряда и выявление его структуры: 

 

a) Расчет коэффициентов автокорреляции (первого порядка) 

 
 

b) Расчет коэффициентов автокорреляции (второго порядка) 

 

№

квартала, A= B=

t yt yt-1 yt - yt-1 - yt-1 AB A2 B2

1 6 - - - - - -

2 4,4 6 -2,987 -1,067 3,186 8,920 1,138

3 5 4,4 -2,387 -2,667 6,364 5,696 7,111

4 9 5 1,613 -2,067 -3,334 2,603 4,271

5 7,2 9 -0,187 1,933 -0,361 0,035 3,738

6 4,8 7,2 -2,587 0,133 -0,345 6,691 0,018

7 6 4,8 -1,387 -2,267 3,143 1,923 5,138

8 10 6 2,613 -1,067 -2,788 6,830 1,138

9 8 10 0,613 2,933 1,799 0,376 8,604

10 5,6 8 -1,787 0,933 -1,668 3,192 0,871

11 6,4 5,6 -0,987 -1,467 1,447 0,974 2,151

12 11 6,4 3,613 -0,667 -2,409 13,056 0,444

13 9 11 1,613 3,933 6,346 2,603 15,471

14 6,6 9 -0,787 1,933 -1,521 0,619 3,738

15 7 6,6 -0,387 -0,467 0,180 0,150 0,218

16 10,8 7 3,413 -0,067 -0,228 11,651 0,004

Итого: 116,8 106 0 3,55E-15 9,813333 65,31733 54,05333

  

7,386667 7,066667

r1= 0,165155  (коэффициент автокорреляции 1-го порядка)

Табличная функция

y

ty

№

квартала, A= B=

t yt yt-2 yt - yt yt-2 - yt-2 AB A2 B2

1 6 - - - - - -

2 4,4 - - - - - -

3 5 6 -2,600 -1,071 2,786 6,760 1,148

4 9 4,4 1,400 -2,671 -3,740 1,960 7,137

5 7,2 5 -0,400 -2,071 0,829 0,160 4,291

6 4,8 9 -2,800 1,929 -5,400 7,840 3,719

7 6 7,2 -1,600 0,129 -0,206 2,560 0,017

8 10 4,8 2,400 -2,271 -5,451 5,760 5,159

9 8 6 0,400 -1,071 -0,429 0,160 1,148

10 5,6 10 -2,000 2,929 -5,857 4,000 8,577

11 6,4 8 -1,200 0,929 -1,114 1,440 0,862

12 11 5,6 3,400 -1,471 -5,003 11,560 2,165

13 9 6,4 1,400 -0,671 -0,940 1,960 0,451

14 6,6 11 -1,000 3,929 -3,929 1,000 15,434

15 7 9 -0,600 1,929 -1,157 0,360 3,719

16 10,8 6,6 3,200 -0,471 -1,509 10,240 0,222

Итого: 116,8 99 5,33E-15 3,55E-15 -31,120 55,760 54,049

  

7,6 7,071429

r2= -0,56687  (коэффициент автокорреляции 2-го порядка)

Табличная функция

y
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c) Расчет коэффициентов автокорреляции (третьего порядка) 

 
 

d) Расчет коэффициентов автокорреляции (четвертого порядка) 

 
 

№

квартала, A= B=

t yt yt-2 yt - yt yt-3 - yt-3 AB A2 B2

1 6 - - - - - -

2 4,4 - - - - - -

3 5 - - - - - -

4 9 6 1,200 -1,108 -1,329 1,440 1,227

5 7,2 4,4 -0,600 -2,708 1,625 0,360 7,332

6 4,8 5 -3,000 -2,108 6,323 9,000 4,442

7 6 9 -1,800 1,892 -3,406 3,240 3,581

8 10 7,2 2,200 0,092 0,203 4,840 0,009

9 8 4,8 0,200 -2,308 -0,462 0,040 5,325

10 5,6 6 -2,200 -1,108 2,437 4,840 1,227

11 6,4 10 -1,400 2,892 -4,049 1,960 8,365

12 11 8 3,200 0,892 2,855 10,240 0,796

13 9 5,6 1,200 -1,508 -1,809 1,440 2,273

14 6,6 6,4 -1,200 -0,708 0,849 1,440 0,501

15 7 11 -0,800 3,892 -3,114 0,640 15,150

16 10,8 9 3,000 1,892 5,677 9,000 3,581

Итого: 116,8 92,4 1,42E-14 -6,2E-15 5,800 48,480 53,809

  

7,8 7,107692

r3= 0,113558  (коэффициент автокорреляции 3-го порядка)

Табличная функция

y

№

квартала, A= B=

t yt yt-2 yt - yt yt-4 - yt-4 AB A2 B2

1 6 - - - - - -

2 4,4 - - - - - -

3 5 - - - - - -

4 9 - - - - - -

5 7,2 6 -0,500 -0,950 0,475 0,250 0,903

6 4,8 4,4 -2,900 -2,550 7,395 8,410 6,503

7 6 5 -1,700 -1,950 3,315 2,890 3,803

8 10 9 2,300 2,050 4,715 5,290 4,203

9 8 7,2 0,300 0,250 0,075 0,090 0,063

10 5,6 4,8 -2,100 -2,150 4,515 4,410 4,623

11 6,4 6 -1,300 -0,950 1,235 1,690 0,903

12 11 10 3,300 3,050 10,065 10,890 9,303

13 9 8 1,300 1,050 1,365 1,690 1,103

14 6,6 5,6 -1,100 -1,350 1,485 1,210 1,823

15 7 6,4 -0,700 -0,550 0,385 0,490 0,303

16 10,8 11 3,100 4,050 12,555 9,610 16,403

Итого: 116,8 83,4 8,88E-15 0 47,580 46,920 49,930

  

7,7 6,95

r3= 0,983025  (коэффициент автокорреляции 4-го порядка)

Табличная функция

y
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3. Выравнивание исходных уровней ряда методом скользящей средней 

 

 
 

 
 

 

Коррелограмма временного ряда потребления электроэнергии

Лаг Коэффициент автокорреляции уровней Коррелограмма

1 0,165154757 **

2 -0,566873423 ******

3 0,113558147 *

4 0,983025204 **********

Расчет оценок сезонной компоненты в аддитивной модели

№ Табличная Итого за Скользящая Центрир. Оценка

квартала, функция, 4 квартала средняя за скользящая сезонной 

i yi 4 квартала средняя компоненты

1 6 - - - -

2 4,4 24,4 6,1 - -

3 5 25,6 6,4 6,25 -1,25

4 9 26 6,5 6,45 2,55

5 7,2 27 6,75 6,625 0,575

6 4,8 28 7 6,875 -2,075

7 6 28,8 7,2 7,1 -1,1

8 10 29,6 7,4 7,3 2,7

9 8 30 7,5 7,45 0,55

10 5,6 31 7,75 7,625 -2,025

11 6,4 32 8 7,875 -1,475

12 11 33 8,25 8,125 2,875

13 9 33,6 8,4 8,325 0,675

14 6,6 33,4 8,35 8,375 -1,775

15 7 - - - -

16 10,8 - - - -
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4. Расчет значений сезонной компоненты 

 

 
 

5. Устранение влияния сезонной компоненты 

 

 
 

 

 

Расчет значений сезонной компоненты в аддитивной модели

Кварталы

Показатели Год I II III IV

1 - - -1,250 2,550

2 0,575 -2,075 -1,100 2,700

3 0,550 -2,025 -1,475 2,875

4 0,675 -1,775 - -

Итого за квартал

(по всем годам) 1,800 -5,875 -3,825 8,125

Средняя оценка

сезонной компоненты

по кварталам, Vj
ср

0,600 -1,958 -1,275 2,708

Скорректированная

сезонная компонента,

Vj 0,581 -1,977 -1,294 2,690

Сумма средних оценок V j
ср: 0,075

Корректирующий коэффициент, k=ΣVj
ср/4: 0,01875

Сумма Vj: 0,000

Расчет выравненных значений V и ошибок Е в аддитивной модели

t i y i V i U i +E i = U i U i +V i E i = E i
2 y i -y ср (y i -y ср ) 2 e i =|E i |/y i

y i -V i y i -(U i +V i )

1 6,0 0,581 5,419 5,121 5,702 0,298 0,0885 -1,300 1,69 0,0496

2 4,4 -1,977 6,377 5,686 3,709 0,691 0,4779 -2,900 8,41 0,1571

3 5,0 -1,294 6,294 6,139 4,845 0,155 0,0240 -2,300 5,29 0,0310

4 9,0 2,690 6,310 6,496 9,186 -0,186 0,0345 1,700 2,89 0,0206

5 7,2 0,581 6,619 6,774 7,356 -0,156 0,0242 -0,100 0,01 0,0216

6 4,8 -1,977 6,777 6,990 5,013 -0,213 0,0453 -2,500 6,25 0,0444

7 6,0 -1,294 7,294 7,159 5,865 0,135 0,0182 -1,300 1,69 0,0225

8 10,0 2,690 7,310 7,298 9,987 0,013 0,0002 2,700 7,29 0,0013

9 8,0 0,581 7,419 7,423 8,004 -0,004 0,0000 0,700 0,49 0,0005

10 5,6 -1,977 7,577 7,550 5,573 0,027 0,0007 -1,700 2,89 0,0048

11 6,4 -1,294 7,694 7,696 6,402 -0,002 0,0000 -0,900 0,81 0,0004

12 11,0 2,690 8,310 7,877 10,567 0,433 0,1877 3,700 13,69 0,0394

13 9,0 0,581 8,419 8,110 8,691 0,309 0,0956 1,700 2,89 0,0343

14 6,6 -1,977 8,577 8,410 6,433 0,167 0,0280 -0,700 0,49 0,0254

15 7,0 -1,294 8,294 8,794 7,500 -0,500 0,2499 -0,300 0,09 0,0714

16 10,8 2,690 8,110 9,278 11,967 -1,167 1,3628 3,500 12,25 0,1081

Ср.знач. 7,300 0,000 7,300 7,300 7,300 0,000 0,165 0,000 4,195 0,040

Сумма 2,6375 67,12

Тренд можно взять линейный из шага 4 или оптимальный из шага 4а.

Ключ выбора 1-оптимальный; 0-линейный тренд: 1

(оптимальный в нашем случае полином 3 порядка)
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6. Определение тренда U(t) 

 
 

7. Определение оптимального тренда U(t) 

 

 

U=a+bt

b=[n(ΣUt)-(ΣU)(Σt)]/[n(Σ(x2))-(Σx)2] Числ.= 1238,4

Знам.= 5440

a=Ū-b .¯t

U= 5,3650000 + 0,227647 t

Корреляция :

R= 0,98522039

   
   

iii

2

i

2

i

ii

xy

VUxгде  

yyxx

yyxx
R








 



Скопируем данные ti и yi из шага 3:

t i y i U i U i U i U i U i U i Коэффициенты трендов

линейный степенной логарифм-й экспонен-й парабол-й полин.3п

1 6,0 5,593 4,899 4,770 5,516 5,492 5,121 линейный 0,227647 5,365

2 4,4 5,820 5,580 5,685 5,696 5,760 5,686

3 5,0 6,048 6,021 6,220 5,882 6,022 6,139 степенной 0,187778 1,588982

4 9,0 6,276 6,355 6,600 6,075 6,278 6,496 4,898761

5 7,2 6,503 6,627 6,894 6,273 6,529 6,774

6 4,8 6,731 6,858 7,135 6,479 6,774 6,990 логарифм-й 1,31976 4,770031

7 6,0 6,959 7,060 7,338 6,690 7,013 7,159

8 10,0 7,186 7,239 7,514 6,909 7,246 7,298 экспонен-й 0,032179 1,67543

9 8,0 7,414 7,401 7,670 7,135 7,474 7,423 5,341091

10 5,6 7,641 7,549 7,809 7,369 7,696 7,550

11 6,4 7,869 7,685 7,935 7,610 7,912 7,696 парабол-й -0,00287 0,276457 5,218571

12 11,0 8,097 7,811 8,050 7,858 8,123 7,877

13 9,0 8,324 7,930 8,155 8,115 8,327 8,110 полин.3п 0,002718 -0,07217 0,762088 4,428571

14 6,6 8,552 8,041 8,253 8,381 8,526 8,410

15 7,0 8,780 8,146 8,344 8,655 8,719 8,794

16 10,8 9,007 8,245 8,429 8,938 8,907 9,278

R: 0,51236037 0,50249963 0,49235635 0,5098036 0,51304452 0,52267987

(коэф.корр.)

Скопируем данные ti и yi из шага 3:

t i y i U i U i U i U i U i U i Коэффициенты трендов

линейный степенной логарифм-й экспонен-й парабол-й полин.3п

1 6,0 5,593 4,899 4,770 5,516 5,492 5,121 линейный 0,227647 5,365

2 4,4 5,820 5,580 5,685 5,696 5,760 5,686

3 5,0 6,048 6,021 6,220 5,882 6,022 6,139 степенной 0,187778 1,588982

4 9,0 6,276 6,355 6,600 6,075 6,278 6,496 4,898761

5 7,2 6,503 6,627 6,894 6,273 6,529 6,774

6 4,8 6,731 6,858 7,135 6,479 6,774 6,990 логарифм-й 1,31976 4,770031

7 6,0 6,959 7,060 7,338 6,690 7,013 7,159

8 10,0 7,186 7,239 7,514 6,909 7,246 7,298 экспонен-й 0,032179 1,67543

9 8,0 7,414 7,401 7,670 7,135 7,474 7,423 5,341091

10 5,6 7,641 7,549 7,809 7,369 7,696 7,550

11 6,4 7,869 7,685 7,935 7,610 7,912 7,696 парабол-й -0,00287 0,276457 5,218571

12 11,0 8,097 7,811 8,050 7,858 8,123 7,877

13 9,0 8,324 7,930 8,155 8,115 8,327 8,110 полин.3п 0,002718 -0,07217 0,762088 4,428571

14 6,6 8,552 8,041 8,253 8,381 8,526 8,410

15 7,0 8,780 8,146 8,344 8,655 8,719 8,794

16 10,8 9,007 8,245 8,429 8,938 8,907 9,278

R: 0,51236037 0,50249963 0,49235635 0,5098036 0,51304452 0,52267987

(коэф.корр.)
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8. Графическое представление аддитивной модели 

 

 
 

Графики Y, U, U+V

0,0

2,0

4,0

6,0

8,0

10,0

12,0

14,0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Y U U+V
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9. Расчет абсолютных и относительных ошибок 

 

 
 

10. Прогнозирование с помощью выбранной модели временного ряда 

 

 
 

Е=Y-(U+V) - отражено в Шаге 3

Доля объясненной дисперсии уровней ряда или общ.вариация уровней ВР:

Вар.=(1-cумма(E2)/сумма((y-ycр)
2))*100

Общая вариация уровней ВР,% = 96,07045

(т.е. На столько % объясняется изменение выбранного показателя)

Средняя относительная ошибка е (в %):

e=100*(∑ |E i |/y i )/n

e= 3,952143

Составим таблицу из данных, полученных в шаге 3 и модель тренда:

ti yi Vi Ui Ui+Vi

1 6,0 0,581 5,121 5,702

2 4,4 -1,977 5,686 3,709

3 5,0 -1,294 6,139 4,845

4 9,0 2,690 6,496 9,186

5 7,2 0,581 6,774 7,356

6 4,8 -1,977 6,990 5,013

7 6,0 -1,294 7,159 5,865

8 10,0 2,690 7,298 9,987

9 8,0 0,581 7,423 8,004

10 5,6 -1,977 7,550 5,573

11 6,4 -1,294 7,696 6,402

12 11,0 2,690 7,877 10,567

13 9,0 0,581 8,110 8,691

14 6,6 -1,977 8,410 6,433

15 7,0 -1,294 8,794 7,500

16 10,8 2,690 9,278 11,967

17 0,581 9,235 9,816

18 -1,977 9,463 7,486

19 -1,294 9,690 8,397

20 2,690 9,918 12,608
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Вывод: Модель адекватно описывает табличные данные, что подтверждает 

средняя относительная ошибка 3,95 %, общая вариация уровней 98,07 % 

и коэффициент корреляции 0,98. 

 

Задача 2. Построение мультипликативной модели временного ряда 
 

Цель задачи: построить мультипликативную модель временного ряда. В ка-

честве задачи исследовать данные потребления электроэнергии жителями 

в регионах по кварталам и построить модель временного ряда. Определить 

необходимые характеристики модели и сделать прогноз. 
 

Дано: информация о квартальном потреблении (расходе) электроэнергии 

(в ГВт) по регионам. 

 
 

Найти: построить мультипликативную модель временного ряда поэтапно: 

1) Построить график расхода электроэнергии по кварталам. 

2) Автокорреляция уровней временного ряда и выявление его структуры; 

3) Выравнивание исходных уровней ряда методом скользящей средней; 

4) Расчет значений сезонной компоненты; 

5) Устранение влияния сезонной компоненты; 

6) Определение тренда U(t); 

7) Определение оптимального тренда U(t); 

№ квартала (t) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Расход эл.энергии (yt) 6 4,4 5 9 7,2 4,8 6 10 8 5,6 6,4 11 9 6,6 7 11
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8) Графическое представление мультипликативной модели; 

9) Расчет абсолютных и относительных ошибок; 

10) Прогнозирование с помощью выбранной модели временного ряда. 
 

Решение: 

Исходная информация такая же, как и в задаче 1, поэтому подпункты 1 и 2 

рассчитываются аналогично этой задаче. Изменения касаются остальных 

пунктов. 
 

1. Выравнивание исходных уровней ряда методом скользящей средней 
 

 
 

 

Расчет оценок сезонной компоненты в аддитивной модели

№ Табличная Итого за Скользящая Центрир. Оценка

квартала, функция, 4 квартала средняя за скользящая сезонной 

i yi 4 квартала средняя компоненты

1 72 - - - -

2 100 326 81,5 - -

3 90 324 81 81,25 1,1077

4 64 316 79 80 0,8000

5 70 306 76,5 77,75 0,9003

6 92 300 75 75,75 1,2145

7 80 292 73 74 1,0811

8 58 280 70 71,5 0,8112

9 62 268 67 68,5 0,9051

10 80 258 64,5 65,75 1,2167

11 68 248 62 63,25 1,0751

12 48 228 57 59,5 0,8067

13 52 210 52,5 54,75 0,9498

14 60 192 48 50,25 1,1940

15 50 - - - -

16 30 - - - -
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2. Расчет значений сезонной компоненты 
 

 
 

3. Устранение влияния сезонной компоненты 
 

 
 

 

 

Расчет значений сезонной компоненты в аддитивной модели

Кварталы

Показатели Год I II III IV

1 - - 1,108 0,800

2 0,900 1,215 1,081 0,811

3 0,905 1,217 1,075 0,807

4 0,950 1,194 - -

Итого за квартал

(по всем голдам) 2,755 3,625 3,264 2,418

Средняя оценка

сезонной компоненты

по кварталам, Vj
ср

0,918 1,208 1,088 0,806

Скорректированная

сезонная компонента,

Vj 0,914 1,202 1,082 0,802

Сумма средних оценок V j
ср: 4,021

Корректирующий коэффициент, k=ΣVj
ср/4: 0,994838

Сумма Vj: 4,000

Расчет выравненных значений V и ошибок Е в мультипликативной модели

t i y i V i U i E i = U i U i V i E i = E i '= E' i
2 y i -y ср (y i -y ср ) 2 e i =|E i |/y i

y i /V i y i /(U i V i ) y i -(U i V i )

1 72,0 0,914 78,804 84,184 76,915 0,936 -4,915 24,1599 4,750 22,5625 0,0683

2 100,0 1,202 83,182 82,637 99,345 1,007 0,655 0,4291 32,750 1072,563 0,0066

3 90,0 1,082 83,153 81,159 87,842 1,025 2,158 4,6578 22,750 517,5625 0,0240

4 64,0 0,802 79,819 79,683 63,890 1,002 0,110 0,0121 -3,250 10,5625 0,0017

5 70,0 0,914 76,615 78,139 71,392 0,980 -1,392 1,9386 2,750 7,5625 0,0199

6 92,0 1,202 76,527 76,460 91,919 1,001 0,081 0,0065 24,750 612,5625 0,0009

7 80,0 1,082 73,914 74,578 80,718 0,991 -0,718 0,5160 12,750 162,5625 0,0090

8 58,0 0,802 72,336 72,423 58,070 0,999 -0,070 0,0049 -9,250 85,5625 0,0012

9 62,0 0,914 67,859 69,930 63,892 0,970 -1,892 3,5789 -5,250 27,5625 0,0305

10 80,0 1,202 66,545 67,028 80,580 0,993 -0,580 0,3361 12,750 162,5625 0,0072

11 68,0 1,082 62,827 63,649 68,890 0,987 -0,890 0,7926 0,750 0,5625 0,0131

12 48,0 0,802 59,865 59,727 47,889 1,002 0,111 0,0122 -19,250 370,5625 0,0023

13 52,0 0,914 56,914 55,191 50,426 1,031 1,574 2,4768 -15,250 232,5625 0,0303

14 60,0 1,202 49,909 49,975 60,080 0,999 -0,080 0,0064 -7,250 52,5625 0,0013

15 50,0 1,082 46,196 44,010 47,634 1,050 2,366 5,5971 -17,250 297,5625 0,0473

16 30,0 0,802 37,415 37,228 29,850 1,005 0,150 0,0225 -37,250 1387,563 0,0050

Ср.знач. 67,250 1,000 66,993 67,250 67,458 0,999 -0,208 2,784 0,017

Сумма 44,5474 5023

Тренд можно взять линейный из шага 4 или оптимальный из шага 4а.

Ключ выбора 1-оптимальный; 0-линейный тренд: 1

(оптимальный в нашем случае полином 3 порядка)
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4. Определение тренда U(t) 

 

 
 

5. Определение оптимального тренда U(t) 

 

 
 

U=a+bt

b=[n(ΣUt)-(ΣU)(Σt)]/[n(Σ(x2))-(Σx)2] Числ.= -15904

Знам.= 5440

a=Ū-b .¯t

U= 92,1000000 + -2,92353 t

Корреляция :

R= 0,995741965

   
   

iii

2

i

2

i

ii

xy

VUxгде  

yyxx
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 
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Скопируем данные ti и yi из шага 3:

t i y i U i U i U i U i U i U i U i

линейный степенной логарифм-й экспонен-й парабол-й полин.3п гармон-я

1 72,0 89,176 101,911 95,758 92,628 82,632 84,184 68,72215

2 100,0 86,253 86,464 85,450 88,297 82,326 82,637 68,85736

3 90,0 83,329 78,537 79,420 84,169 81,647 81,159 67,32602

4 64,0 80,406 73,358 75,142 80,234 80,593 79,683 65,53604

5 70,0 77,482 69,577 71,824 76,483 79,165 78,139 65,13311

6 92,0 74,559 66,633 69,112 72,908 77,363 76,460 66,48769

7 80,0 71,635 64,241 66,820 69,499 75,188 74,578 68,35438

8 58,0 68,712 62,238 64,834 66,250 72,638 72,423 69,01696

9 62,0 65,788 60,524 63,083 63,153 69,715 69,930 67,86625

10 80,0 62,865 59,031 61,516 60,200 66,417 67,028 65,96021

11 68,0 59,941 57,711 60,098 57,386 62,746 63,649 65,05125

12 48,0 57,018 56,533 58,805 54,703 58,700 59,727 65,97506

13 52,0 54,094 55,470 57,614 52,146 54,281 55,191 67,88229

14 60,0 51,171 54,503 56,512 49,708 49,488 49,975 69,01945

15 50,0 48,247 53,619 55,486 47,384 44,321 44,010 68,34103

16 30,0 45,324 52,805 54,526 45,169 38,779 37,228 66,47077

R: 0,76061579 0,59250048 0,64131179 0,73786198 0,78631503 0,7877967 0,078471

(коэф.корр.)



131 

 
 

 
 

 

 

 

Коэффициенты трендов

линейный -2,92353 92,1

степенной -0,23714 4,624101

101,9111

логарифм-й -14,871 95,75759

экспонен-й -0,04788 4,576467

97,17052

парабол-й -0,18697 0,255042 82,56429

полин.3п -0,01137 0,102836 -1,77591 85,86813

гармон-я 1,99347 67,0447
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6. Графическое представление мультипликативной модели 

 

 
 

7. Расчет абсолютных и относительных ошибок 

 

 

Графики Y, U, UV

0,0

20,0

40,0

60,0

80,0

100,0

120,0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Y U UV

Е=Y/(UV) - отражено в Шаге 3

E'=y i -(UV) - абсолютная ошибка мультипликативной модели

Доля объясненной дисперсии уровней ряда или общ.вариация уровней ВР:

Вар.=(1-cумма(E'2)/сумма((y-ycр)
2))*100

Общая вариация уровней ВР,% = 99,11313

(т.е. На столько % объясняется изменение выбранного показателя)

Средняя относительная ошибка е (в %):

e=100*(∑ |E i |/y i )/n

e= 1,678356
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8. Прогнозирование с помощью выбранной модели временного ряда 

 

 
 

 
 

Вывод: Модель адекватно описывает табличные данные, что подтверждает 

средняя относительная ошибка 1,67 %, общая вариация уровней 99,11 % 

и коэффициент корреляции 0,996. Мультипликативная модель на рассматри-

ваемом примере показывает высокие результаты адекватности чем аддитивная. 

 

Составим таблицу из данных, полученных в шаге 3 и модель тренда:

ti yi Vi Ui UiVi

1 72,0 0,914 84,184 76,915

2 100,0 1,202 82,637 99,345

3 90,0 1,082 81,159 87,842

4 64,0 0,802 79,683 63,890

5 70,0 0,914 78,139 71,392

6 92,0 1,202 76,460 91,919

7 80,0 1,082 74,578 80,718

8 58,0 0,802 72,423 58,070

9 62,0 0,914 69,930 63,892

10 80,0 1,202 67,028 80,580

11 68,0 1,082 63,649 68,890

12 48,0 0,802 59,727 47,889

13 52,0 0,914 55,191 50,426

14 60,0 1,202 49,975 60,080

15 50,0 1,082 44,010 47,634

16 30,0 0,802 37,228 29,850

17 0,914 42,400 43,314

18 1,202 39,476 40,679

19 1,082 36,553 37,635

20 0,802 33,629 34,431

Составим таблицу из данных, полученных в пп 5 и модель тренда:

ti yi Vi Ui UiVi

1 72,0 0,914 84,184 76,915

2 100,0 1,202 82,637 99,345

3 90,0 1,082 81,159 87,842

4 64,0 0,802 79,683 63,890

5 70,0 0,914 78,139 71,392

6 92,0 1,202 76,460 91,919

7 80,0 1,082 74,578 80,718

8 58,0 0,802 72,423 58,070

9 62,0 0,914 69,930 63,892

10 80,0 1,202 67,028 80,580

11 68,0 1,082 63,649 68,890

12 48,0 0,802 59,727 47,889

13 52,0 0,914 55,191 50,426

14 60,0 1,202 49,975 60,080

15 50,0 1,082 44,010 47,634

16 30,0 0,802 37,228 29,850

17 0,914 42,400 43,314

18 1,202 39,476 40,679

19 1,082 36,553 37,635

20 0,802 33,629 34,431

0,0

20,0

40,0

60,0

80,0

100,0

120,0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

yi

UiVi
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Варианты заданий по задачам 1 и 2: 

 

 
 

  

Кварталы

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 аддит. Потребление эл/энергии, кВт 6 4,3 4,9 8,9 7,1 4,7 6,1 10 8 5,7 6,5 11 9,1 6,6 7,1

2 мульт. Прибыль компании, тыс.$ 70 99 89 65 69 91 80 59 62 79 69 49 51 61 49

3 аддит. Заболеваемость гриппом, % 15 12 9 23 19 15 10 27 21 13 11 29 25 21 14

4 мульт. Продажа мороженого на 1ч-шт. 10 17 80 20 12 19 77 18 15 21 90 17 8 16 70

5 аддит. Цены на говядину, руб за 1кг 55 48 67 78 59 52 69 82 62 56 73 85 73 64 90

6 мульт. Доходы населения, % к 1913г. 15 22 19 35 19 25 21 37 14 16 15 24 17 27 19

7 аддит. Цена мандаринов,руб.за кг 30 23 25 40 28 21 24 35 28 21 26 45 30 25 28

8 мульт. Спрос на пиво, л на 1ч 2 9 12 4 5 13 16 7 6 14 17 8 3 7 11

9 аддит. Рост цен на бензин АИ-92 8 8,5 8,7 9 9,2 9,5 9,6 9,8 10 11 12 12 13 13 14

10 мульт. Продажа нефти за рубеж, у.е. 10 15 33 17 15 18 36 19 12 15 23 7 6 9 16

11 аддит. Рост зарплаты в РФ, сравн.2000г 15 18 17 12 17 19 9 13 21 24 23 13 14 17 15

12 мульт. Уровень осадков, см. 121 45 60 170 111 40 56 160 141 50 62 180 149 55 66

13 аддит. Потребление воды, тн 5,9 4,3 4,9 8,9 7,1 4,7 6,1 10 8 5,7 6,5 11 9,1 6,6 7,1

14 мульт. Прибыль фирмы, млн.руб 70 99 89 65 69 91 80 59 62 79 70 49 51 61 48

15 аддит. Заболеваемость гепратитом Б, % 15 12 9 24 19 15 10 28 21 13 11 30 25 21 14

16 мульт. Продажа водки на 1ч-в литрах. 9 17 80 20 12 19 76 18 15 21 90 17 8 16 70

17 аддит. Цены на свинину, руб за 1кг 55 48 67 77 59 52 68 82 62 56 73 85 73 64 90

18 мульт. Доходы гор. населения, % к 2000г. 15 22 19 34 19 25 21 37 14 16 15 24 17 27 19

19 аддит. Цена яблок,руб.за кг 30 23 25 40 28 21 24 35 28 21 26 44 30 25 28

20 мульт. Спрос на сигареты, пач. на 1ч 2 9 12 4 5 13 16 7 6 14 16 8 3 7 10

21 аддит. Рост цен на газ, % к янв.2000г 8 8,5 8,7 9 9,2 9,5 9,6 9,8 10 11 12 12 13 13 14

22 мульт. Добыча нефти в РБ, тыс.тн. 10 15 34 17 15 18 37 20 12 15 23 7 6 9 16

23 аддит. Рост зарплаты в РБ, сравн.2000г 15 18 17 12 17 19 9 13 21 26 24 13 14 17 15

24 мульт. Компьютеры, кол-во на 100ч. 12 4,5 6 17 11 4 5,6 16 14 5 6,2 18 15 5,5 6,6

25 аддит. Потребление газа, тн 6 4,3 4,9 8,9 7,1 4,7 6,1 10 8 5,7 6,5 11 9,1 6,6 7,1

26 мульт. Прибыль строит. фирмы, млн.руб 69 99 89 65 69 91 81 59 62 79 70 49 51 61 48

27 аддит. Заболеваемость ОРЗ, % 15 12 9 23 19 15 10 28 21 13 11 30 25 21 14

28 мульт. Продажа вин на 1ч-в литрах. 9 17 79 20 12 19 76 18 15 21 90 17 8 16 70

29 аддит. Цены на баранину, руб за 1кг 54 48 66 77 59 52 68 82 62 56 73 85 73 64 90

30 мульт. Доходы сель. населения,% к 2000г. 15 22 19 34 19 25 21 36 14 16 15 24 17 27 19

31 аддит. Цена огурцов,руб.за кг 30 23 25 41 28 21 24 35 28 21 26 43 30 25 28

32 мульт. Спрос на стир.порошок, пач. на 1ч 2 9 12 4 5 13 15 7 6 14 16 8 3 7 9

Наименование показателя
Тип 

модели
№
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7.5. Лабораторная работа по временным рядам  

с использованием гармонического анализа 

 

Задача 1. Гармонический анализ временного ряда 
 

Цель задачи: построить модель временного ряда с использованием 

гармонического анализа (рядов Фурье). В качестве задачи исследовать данные 

объема продаж магазина за 12 месяцев. Определить необходимые харак-

теристики модели и сделать прогноз на следующий месяц. 
 

Дано: информация о ежемесячных продажах магазина: 

Месяц 
Время Объем продаж 

t  Уt 

Январь 1 200 

Февраль 2 310 

Март 3 320 

Апрель 4 260 

Май 5 190 

Июнь 6 210 

Июль 7 310 

Август 8 410 

Сентябрь 9 430 

Октябрь 10 370 

Ноябрь 11 300 

Декабрь 12 320 

 

Уравнение гармонического анализа имеет вид: 

 
Найти:  

1) регрессионную модель зависимости объема продаж Уt от времени t; 

2) построить графики моделей; 

3) рассчитать регрессионную модель по функции «Регрессия»; 

4) определить основные параметры модели; 

5) проверить гармоническую модель на адекватность и сделать прогноз. 
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Решение: 

Для сравнения с последующей гармонической моделью построим линейную 

модель. 

 

 
Проведем для линейной модели анализ по функции «Регрессия» из пакета 

«Анализ данных» MS Excel. 

 

Время Объем продаж Расч.лин. Разн-ть

t  Уt Yp |Yt-Yp|/Yp

Январь 1 200 241,15 0,20575

Февраль 2 310 252,3 0,186129

Март 3 320 263,45 0,1767188

Апрель 4 260 274,6 0,0561538

Май 5 190 285,75 0,5039474

Июнь 6 210 296,9 0,4138095

Июль 7 310 308,05 0,0062903

Август 8 410 319,2 0,2214634

Сентябрь 9 430 330,35 0,2317442

Октябрь 10 370 341,5 0,077027

Ноябрь 11 300 352,65 0,1755

Декабрь 12 320 363,8 0,136875

Месяц

Регрессионная статистика

Множественный R 0,516742352

R-квадрат 0,267022658

Нормированный R-квадрат 0,193724924

Стандартная ошибка 69,88176828

Наблюдения 12

Дисперсионный анализ

df SS MS F Значимость F

Регрессия 1 17790,38462 17790,38462 3,642986532 0,085393438

Остаток 10 48834,61538 4883,461538

Итого 11 66625

Коэффициенты

Стандартная 

ошибка t-статистика P-Значение Нижние 95% Верхние 95%

Y-пересечение 230 43,00925525 5,347686182 0,000324672 134,1694078 325,8305922

t 11,15384615 5,843807037 1,908660926 0,085393438 -1,866967293 24,1746596

tкр.= 1,76 ε= 19,92840392

(а=0,1 и v=n-2=10)
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Понятно из результатов, что линейная модель не адекватна табличной функции, 

то есть экспериментальным данным (R
2 
= 0,27 и ε = 19,9 %). 

Перейдем к построению гармонической модели. 

 

 
 

Проведем для рассматриваемой гармонической модели анализ по функции 

«Регрессия» из пакета «Пакет анализа» MS Excel. Для этого первые 5 столбцов 

предыдущей таблицы и обратимся к функции «Регрессия». 

 

Временной диапазон (n=12) вмещает 2 полных периода циклических колебаний.

Поэтому можно предположить, что для адекватного описания достаточно

второй гармоники (j=2) с угловой частотой ω2=2π*2/12.

Сначала включим в объем продаж 2 гармоники с угловыми частотами:

ω1=2π*1/12 и ω2=2π*2/12. Будем строить линейное 

уравнение регрессии относительно переменных:

π= 3,14159

t Yt Ур |Yt-Yp|/Yt

1 0,5 0,866025404 0,8660254 0,5 200 202,199 0,01099476

2 0,866025404 0,5 0,8660254 -0,5 310 305,0052 0,0161124

3 1 6,12574E-17 1,2251E-16 -1 320 323,9707 0,01240859

4 0,866025404 -0,5 -0,8660254 -0,5 260 258,3385 0,00639043

5 0,5 -0,866025404 -0,8660254 0,5 190 191,6496 0,00868214

6 1,22515E-16 -1 -2,45E-16 1 210 208,3222 0,0079894

7 -0,5 -0,866025404 0,8660254 0,5 310 309,4011 0,00193205

8 -0,866025404 -0,5 0,8660254 -0,5 410 411,6837 0,00410665

9 -1 -1,83772E-16 3,6754E-16 -1 430 431,0515 0,00244528

10 -0,866025404 0,5 -0,8660254 -0,5 370 366,6393 0,00908299

11 -0,5 0,866025404 -0,8660254 0,5 300 301,6615 0,00553837

12 -2,4503E-16 1 -4,901E-16 1 320 320,0778 0,00024299

13 0,5 0,866025404 0,8660254 0,5
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Регрессионная статистика

Множественный R 0,999457957

R-квадрат 0,998916207

Нормированный R-квадрат 0,998013047

Стандартная ошибка 3,469094414

Наблюдения 12

Ср.отн.ошибка,%= 0,716050321

Дисперсионный анализ

df SS MS F Значимость F

Регрессия 5 66552,7923 13310,56 1106,02269 8,34408E-09

Остаток 6 72,20769632 12,03462

Итого 11 66625

Коэффициенты
Стандартная 

ошибка

t-

статис

тика

P-

Значение
Нижние 95%

Верхние 

95%

Y-пересечение 183,1889277 4,275446249 42,84674 1,0816E-08 172,7272877 193,6506

Переменная X 1 18,35554958 0,639462718 28,70464 1,1839E-07 16,79084068 19,92026

Переменная X 2 1,526287825 2,775101202 0,549994 0,60218058 -5,264140181 8,316716

Переменная X 3 0,811117089 1,553924679 0,52198 0,62038593 -2,991199617 4,613434

Переменная X 4 47,66987687 1,797917418 26,51394 1,9001E-07 43,27053144 52,06922

Переменная X 5 -84,18888291 1,553924679 -54,1782 2,6548E-09 -87,99119962 -80,3866

tкр.= 2,306 Х2 и Х3 незначимы

(а=0,05 и v=n-6=6) (t2,t3 < tкр.)

Исключаем незначимые слагаемые регрессионной модели

и третий раз используем функцию "Регрессия" к таблице:

t Yt Y* |Yt-Y*|/Yt

1 0,866025 0,5 200 201,8417 0,00920868

2 0,866025 -0,5 310 303,8936 0,0196982

3 1,23E-16 -1 320 323,0602 0,0095632

4 -0,86603 -0,5 260 258,2843 0,00659879

5 -0,86603 0,5 190 192,451 0,0128999

6 -2,5E-16 1 210 209,5028 0,00236761

7 0,866025 0,5 310 310,4972 0,00160387

8 0,866025 -0,5 410 412,549 0,00621712

9 3,68E-16 -1 430 431,7157 0,00398997

10 -0,86603 -0,5 370 366,9398 0,00827088

11 -0,86603 0,5 300 301,1064 0,00368814

12 -4,9E-16 1 320 318,1583 0,00575543

13 0,866025 0,5 419,1527
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Вывод: На графике видно, как гармоническая модель соответствует табличным 

экспериментальным данным. Адекватность модели подтверждается 

следующими критериями: коэффициент детерминации R
2 
= 0,999, средняя 

относительная ошибка ε = 0,75, критерий Фишера F = 2140 (значительно 

больше табличного). Прогнозное значение y13 = 419. 

 

Варианты для задач гармонического анализа можно выбрать по формуле: 

№ студента в журнале * 10 + Yt (i), (i = 1÷12). 

 

Регрессионная статистика

Множественный R 0,999377569

R-квадрат 0,998755525

Нормированный R-квадрат0,998288846

Стандартная ошибка 3,21933932

Наблюдения 12

Ср.кв.ошибка,%= 0,748848258

df SS MS F Значимость F

Регрессия 3 66542,09 22180,7 2140,13739 5,89969E-12

Остаток 8 82,91317 10,36415

Итого 11 66625

Коэффициен

ты

Станда

ртная 

ошибка

t-

статис

тика

P-Значение Нижние 95%
Верхние 

95%

Нижние 

95,0%

Верхние 

95,0%

Y-пересечение 184,789916 2,131522 86,69388 3,4966E-13 179,8746175 189,7052 179,8746 189,7052

Переменная X 1 18,1092437 0,295116 61,36306 5,529E-12 17,42870417 18,78978 17,4287 18,78978

Переменная X 2 47,24326257 1,410191 33,50132 6,8805E-10 43,99135635 50,49517 43,99136 50,49517

Переменная X 3 -83,94257703 1,347016 -62,3174 4,8879E-12 -87,04880078 -80,8364 -87,0488 -80,8364
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7.6. Лабораторная работа по эконометрическим уравнениям 

 

Задача 1. Система эконометрических уравнений 
 

Цель задачи: научиться решать системы эконометрических уравнений. 

Сложные экономические процессы описывают с помощью системы 

взаимосвязанных (одновременных) уравнений. Различают несколько видов 

систем уравнений. 

 

1. Система независимых уравнений – каждая зависимая переменная Y  

рассматривается как функция одного и того же набора факторов X :  
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2. Система рекурсивных уравнений – зависимая переменная Y  одного 

уравнения выступает в виде фактора X  в другом уравнении:  
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Для решения этих систем используют МНК. 

 

3. Система взаимосвязанных уравнений – одни и те же переменные в одних 

уравнениях входят в левую часть, а в других – в правую: 
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Такая система называется структурной формой модели. 
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Структурная форма модели обычно содержит эндогенные и экзогенные 

переменные. Эндогенные переменные – взаимозависимые переменные, 

которые определяются внутри модели Y . Число таких переменных равно числу 

уравнений в системе. Экзогенные переменные – независимые переменные, 

которые определяются вне системы. Предопределенные переменные – 

экзогенные и лаговые (за предыдущие моменты времени) переменные 

системы. Коэффициенты a и b  при переменных – структурные коэффи-

циенты модели. 

Все переменные в модели выражены в отклонениях от среднего уровня, 

т. е. под x подразумевается xx  , а под y  – соответственно yy  . Поэтому 

свободный член в каждом уравнении системы отсутствует. Для определения 

структурных коэффициентов модели структурная форма модели преобразуется 

в приведенную форму модели. Приведенная форма модели представляет собой 

систему линейных функций эндогенных переменных от экзогенных 

переменных: 
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2 11 1 12 2 1

1 1 2 2

?y x x ... x
m m

?y x x ... x
m m
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?y x x ... x ,
n n n nm m
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
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где  – коэффициенты приведенной формы модели. 

При переходе от приведенной формы модели к структурной возникает 

проблема идентификации. Идентификация – это единственность соответствия 

между приведенной и структурной формами. Модель идентифицируема, если 

все структурные коэффициенты определяются однозначно по коэффициентам 

приведенной формы, т. е. число параметров структурной формы равно числу 

параметров приведенной модели. Модель неидентифицируема, если число 

приведенных коэффициентов меньше числа структурных коэффициентов. 

Модель сверхидентифицируема, если число приведенных коэффициентов 

больше числа структурных коэффициентов. 

Структурная модель всегда представляет собой систему совместных 

уравнений, каждое из которых требуется проверять на идентификацию. Модель 

считается идентифицируемой, если каждое уравнение идентифицируемо. Если 

хотя бы одно уравнение неидентифицируемо, то и вся модель считается 

неидентифицируемой. Сверхидентифицируемая модель содержит хотя бы одно 

сверхидентифицируемое уравнение. 

Если обозначить число эндогенных переменных в j-м уравнении системы 

через H, а число экзогенных переменных, которые содержатся в системе, но не 

входят в данное уравнение, – через D, то необходимое условие 
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идентифицируемости модели может быть записано в виде следующего 

счетного правила: 

D + 1 = H – уравнение идентифицируемо; 

D + 1 < H – уравнение неидентифицируемо; 

D + 1 > H – уравнение сверхидентифицируемо. 

Достаточное условие идентификации – определитель матрицы, состав-

ленной из коэффициентов при переменных, отсутствующих в исследуемом 

уравнении, не равен нулю, и ранг этой матрицы не менее числа эндогенных 

переменных системы без единицы. 

Для решения идентифицируемого уравнения применяется косвенный МНК 

(КМНК), для решения сверхидентифицируемых уравнений – двухшаговый 

МНК (ДМНК). 

Косвенный МНК 

Процедура применения КМНК предполагает выполнение следующих 

этапов работы. 

1. Структурная модель преобразовывается в приведенную модель. 

2. Для каждого уравнения приведенной формы модели обычным МНК 

оцениваются приведенные коэффициенты. 

3. Путем алгебраических преобразований переходят от приведенной 

формы модели к структурной, получая оценки структурных параметров. 

Двухшаговый МНК 

Основная идея ДМНК – на основе приведенной формы модели получить 

для сверхидентифицируемого уравнения теоретические значения эндогенных 

переменных, содержащихся в правой части уравнения. ДМНК заключается 

в следующем: 

1) составляют приведенную форму модели и определяют численные 

значения параметров каждого ее уравнения обычным МНК; 

2) выявляют эндогенные переменные, находящиеся в правой части 

структурного уравнения, параметры которого определяют ДМНК, и находят 

расчетные значения по соответствующим уравнениям приведенной формы 

модели; 

3) обычным МНК определяют параметры структурного уравнения, 

используя в качестве исходных данных фактические значения 

предопределенных переменных и расчетные значения эндогенных 

переменных, стоящих в правой части данного структурного уравнения. 

Сверхидентифицируемая структурная модель может быть двух типов: все 

уравнения системы сверхидентифицируемы; система содержит наряду со 

сверхидентифицируемыми точно идентифицируемые уравнения. Если все 

уравнения системы сверхидентифицируемые, то для оценки структурных 
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коэффициентов каждого уравнения используется ДМНК. Если в системе есть 

точно идентифицируемые уравнения, то структурные коэффициенты по ним 

находятся из системы приведенных уравнений. 

 

Решение типовых задач 

Пример 1 
 

Требуется оценить структурную модель на идентификацию: 

Y1 = B13Y3 + A11X1 + A13X3 , 

Y2 = B21Y1 + B23Y3 + A22X2 , 

Y3 = B32Y2 + A31X1 + A33X3 . 

 

Решение 

Модель имеет три эндогенные (Y1,Y2,Y3) и три экзогенные (X1, X2, X3) 

переменные. Проверим условия идентификации. 

Первое уравнение  

Необходимое условие: эндогенных переменных – две (Y1, Y3), отсут-

ствующих экзогенных – одна (X2). Выполняется необходимое равенство: 

2 = 1 + 1, следовательно, уравнение идентифицируемо. 

Достаточное условие: отсутствуют Y2 и X2. Построим матрицу из коэф-

фициентов при них в других уравнениях системы. 

Уравнение 
Отсутствующие переменные 

Y2 X2 

Второе –1 A22 

Третье B32 0 

Определитель матрицы не равен нулю, ранг матрицы равен 2; 

следовательно, выполняется достаточное условие идентификации. Первое 

уравнение точно идентифицируемо. 

Второе уравнение  

Необходимое условие: эндогенных переменных – три (Y1, Y2, Y3), отсут-

ствующих экзогенных – две (X1, X3). Выполняется необходимое равенство: 

3 = 2 + 1, следовательно, уравнение идентифицируемо. 

Достаточное условие: отсутствуют X1 и X3. Построим матрицу из коэф-

фициентов при них в других уравнениях системы. 

Уравнение 
Отсутствующие переменные 

X1 X3 

Первое A11 A13 

Третье A31 A33 
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Определитель матрицы не равен нулю, ранг матрицы равен 2; 

следовательно, выполняется достаточное условие идентификации. Первое 

уравнение точно идентифицируемо. 

Проверяя условия для третьего уравнения, приходим к выводу, что 

и третье уравнение точно идентифицируемо. Значит, исследуемая система 

точно идентифицируема и может быть решена КМНК. 

 

Пример 2 
 

Изучается модель вида: Y = A1 + B1(C + D) + e1, 

 C = A2 + B2Y + B3Y–1 + e2,  

где  Y – валовой национальный доход;  

Y–1 – валовой национальный доход предшествующего года;  

C – личное потребление;  

D – конечный спрос (помимо личного потребления);  

e1, e2 – случайные составляющие. 

 

Информация за 9 лет о приростах всех показателей дана в таблице. 

         

Год D Y–1 Y C Год D Y–1 Y C 

1 –6,8 46,7 3,1 7,4 6 44,7 17,8 37,2 8,6 

2 22,4 3,1 22,8 30,4 7 23,1 37,2 35,7 30 

3 –17,3 22,8 7,8 1,3 8 51,2 35,7 46,6 31,4 

4 12 7,8 21,4 8,7 9 32,3 46,6 56 39,1 

5 5,9 21,4 17,8 25,8      

 

Для данной модели была получена система приведенных уравнений: 

Y = 8,219 + 0,6688D + 0,261Y–1, 

C = 8,636 + 0,3384D + 0,202Y–1. 

Требуется: 

1) провести идентификацию модели; 

2) рассчитать параметры первого уравнения структурной модели. 

 

Решение 

1. В модели имеются следующие переменные. Эндогенные (зависимые) – 

Y, C. Экзогенные (свободные) – D, Y–1. 

Первое уравнение. 

Необходимое условие: эндогенных переменных – одна (Y). Переменная С 

рассматривается вместе с D, поэтому не участвует в уравнении самостоятельно. 
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Отсутствующих экзогенных – одна (Y–1). Выполняется условие 1 + 1 > 1. 

Уравнение сверхидентифицируемо. 

Достаточное условие: отсутствует переменная Y–1. Коэффициент во 

втором уравнении при Y–1 равен B3. Условие выполняется. Уравнение 

сверхидентифицируемо. 

Второе уравнение. 

Необходимое условие: эндогенных переменных две – (С, Y), отсутствую-

щих экзогенных – одна (D). Выполняется равенство 1 + 1 = 2. 

Достаточное условие: отсутствует переменная D. Коэффициент при D 

в первом уравнении равен B1. Уравнение идентифицируемо. 

Так как в системе есть сверхидентифицируемое уравнение, то система 

сверхидентифицируема. 

2. Для определения параметров сверхидентифицируемой модели 

используется ДМНК. 

Шаг 1. Второе уравнение точно идентифицируемо, на его основе найдем 

теоретические значения эндогенной переменной C. Для этого в приведенное 

уравнение C = 8,636 + 0,3384D + 0,202Y–1 подставим значения D и Y–1 из 

условия задачи. 

Шаг 2. По сверхидентифицируемому уравнению из структурной формы 

модели заменим в уравнении фактические значения С на С теоретические 

(Стеор), рассчитаем Cтеор + D. Обозначим новую переменную Z = Cтеор + D. 

Используя МНК, найдем параметры уравнения y = a1 + b1Z. Получим 

первое уравнение структурной модели: y = 7,678 + 0,512(C + D). Расчеты 

оформим в виде следующей таблицы. 

       

Год D Y–1 Y C Cтеор Cтеор + D 

1 –6,800 46,700 3,100 7,400 3,729 –3,071 

2 22,400 3,100 22,800 30,400 16,842 39,242 

3 –17,300 22,800 7,800 1,300 7,387 –9,913 

4 12,000 7,800 21,400 8,700 14,272 26,272 

5 5,900 21,400 17,800 25,800 14,955 20,855 

6 44,700 17,800 37,200 8,600 27,358 72,058 

7 23,100 37,200 35,700 30,000 23,967 47,067 

8 51,200 35,700 46,600 31,400 33,173 84,373 

9 32,300 46,600 56,000 39,100 28,980 61,280 

Среднее 18,611 26,567 27,600 20,300 18,963 37,574 

Всего 167,500 239,100 248,400 182,700 170,665 338,165 
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Пример 3 
 

Имеются данные за 1990–1994 гг.  

Год 

Годовое потребление 

свинины на душу 

населения, Y1, фунт 

Оптовая цена 

за фунт, Y2, 

дол. 

Доход на душу 

населения, X1, 

дол. 

Расходы по 

обработке мяса, X2, 

% к цене 

1990 60 5 1300 60 

1991 62 4 1300 56 

1992 65 4,2 1500 56 

1993 62 5 1600 63 

1994 66 3,8 1800 50 

Требуется, рассчитав соответствующие структурные коэффициенты, построить 

модель вида Y1 = f(Y2, X1),  Y2 = f(Y1, X2). 

 

Решение 

Модель имеет две эндогенные переменные (Y1, Y2), n = 2 и две экзогенные 

переменные (X1, X2), m = 2. Структурная модель в полном виде должна 

содержать n (n – 1 + m) = 2 (2 – 1 + 2) = 6 параметров. 

Вид модели: 

Y1 = B12Y2 + A11X1 + e1, 

Y2 = B21Y1 + A22X2 + e2. 

Для каждого уравнения действует счетное правило, система полностью 

идентифицируема. Для определения параметров применим КМНК. 

Преобразуем структурную форму модели в приведенную: 
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, в которой определим коэффициент с помощью МНК. При ее 

решении полагаем, что x и y выражены через отклонения от средних уровней, 

т. е. матрица исходных данных может быть представлена в следующем виде:  

Год 

Годовое 

потребление 

свинины на 

душу насе-

ления, Y1, 

фунт  

Опто-

вая 

цена за 

фунт 

Y2, дол.  

Доход 

на душу 

насе-

ления, X1, 
дол. 

Расходы по 

обработке 

мяса, X2,  
% к цене  

Y1–Y1ср Y2–Y2ср X1–X1ср X2–X2ср 

1990 60,0 5,0 1300,0 60,0 3,0 0,60 –200,0 3,0 

1991 62,0 4,0 1300,0 56,0 –1,0 –0,40 –200,0 –1,0 

1992 65,0 4,2 1500,0 56,0 2,00 –0,20 0,0 –1,0 

1993 62,0 5,0 1600,0 63,0 –1,0 0,60 100,0 6,0 

1994 66,0 3,8 1800,0 50,0 3,0 –0,60 300,0 –7,0 

Среднее 63,0 4,4 1500,0 57,0     

Итого 378,0 26,4 9000,0 342,0 0,0 0,0 0,0 0,0 



147 

Аналогично строим систему для второго уравнения. Тогда приведенная 

форма модели имеет вид: 

Y1 = 0,00609X1 – 0,26481X2, 

Y2 = 0,00029X1 + 0,11207X2. 

Из приведенной формы модели определим коэффициенты структурной 

модели. Выразим из второго уравнения X2 и подставим в первое уравнение. 

Выразим из первого уравнения X1 и подставим во второе уравнение. 

Структурная форма модели имеет вид: 

Y1 = –2,3629Y2 + 0,00678X1 + e1, 

Y2 = 0,04762Y1 + 0,12468X2 + e2. 

 

Пример 4 
 

Рассматривается следующая модель: 

Ct = a1 + b11Yt + b12Ct–1 + U1 (функция потребления); 

It = a2 + b21 rt + b22 * It–1 + U2 (функция инвестиций); 

rt = a3 + b31Yt + b32 + Mt + U3 (функция денежного рынка); 

Yt = Ct + It + Gt (тождество дохода), 

где  Ct, Ct–1 – расходы на потребление; 

Yt – инвестиции; 

It, It–1  – доход; 

Gt – государственные расходы; 

rt – процентная ставка; 

Mt – денежная масса; 

U1, U2, U3 – случайные ошибки. 

Требуется: 

1) в предположении, что имеются временные ряды данных по всем 

переменным модели, предложить способ оценки ее параметров. 

2) определить, как изменится ответ на первый вопрос, если из модели 

исключить тождество дохода. 

 

Решение 

1. Модель представляет систему одновременных уравнений. Модель 

содержит четыре эндогенные переменные (Ct, It, Yt, rt) и четыре предопре-

деленные переменные (две экзогенные переменные – Mt, Gt и две лаговые 

переменные – Ct–1, It–1). Проверяя каждое уравнение на идентифицируемость, 

приходим к выводу, что все уравнения сверхидентифицируемы, а значит, 
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система сверхидентифицируема и для оценки ее параметров можно применить 

ДМНК. 

2. Если из модели исключить тождество дохода, то число 

предопределенных переменных уменьшится на единицу (из модели будет 

исключена переменная Gt). Число эндогенных переменных снизится на 

единицу – переменная Yt станет экзогенной. В модели 3 эндогенных 

переменных (Ct, It, Rt) и 4 предопределенных переменных (две экзогенные 

переменные Mt, Yt, две лаговые переменные Ct–1, It–1). Функции потребления 

и денежного рынка зависят только от предопределенных переменных, 

а функция инвестиций – от эндогенной переменной rt (которая зависит только 

от предопределенных переменных) и предопределенной переменной It–1. 

Таким образом, имеет место рекурсивная система, параметры которой можно 

оценить обычным МНК. 

 

Пример 5 

  

Имеются данные, характеризующие годовое потребление мяса на душу 

населения, средние потребительские цены, среднедушевые денежные доходы, 

индекс цен производителей по стране. 

 

Год 

Годовое 

потребление 

мяса на душу 

населения, кг 

(y1) 

Средние 

потребительские 

цены на мясо, 

руб. за кг (y2) 

Среднедушевые 

денежные 

доходы 

населения в 

месяц, руб. (x1) 

Индекс цен 

производителей 

на мясо, % (x2) 

1 45 46,05 910 196,7 

2 40 55,7 1337 121 

3 39 66,25 1770 137,6 

4 39 92,55 2324 105,2 

5 39 93,55 3077 102,6 

 

Решение 

Построим модель вида  

 
1 2 1

2 1 2

( , ),

( , )

y f y x

y f y x





 , 

рассчитав соответствующие структурные коэффициенты модели. 

Рассматриваемая система – это система взаимозависимых уравнений, поэтому 

искомая система уравнений будет иметь вид: 
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1 11 2 12 1

2 21 1 22 2

,

.

y a y a x

y a y a x

 


 
 

Сначала определим, идентифицируема ли система уравнений, для этого 

определим идентифицируемо ли каждое уравнение. Для первого уравнения 

число эндогенных переменных Н = 2, D = 1, D + 1 = H, значит уравнение 

идентифицировано. Для второго уравнения: Н = 2, D = 1, D + 1 = H, уравнение 

идентифицировано. Вся система идентифицируема. Следовательно, для 

определения параметров этой системы воспользуемся косвенным методом 

наименьших квадратов.  

Запишем приведенную систему уравнений, коэффициенты которой 

оцениваем обычным методом наименьших квадратов: 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

,

.

y x x

y x x

 

 

 


 
 

Для нахождения значений 11 и 12  запишем систему нормальных 

уравнений: 

2

1 1 11 1 12 1 2

2

1 2 11 1 2 12 2

,

.

y x x x x

y x x x x

 

 

  


 

  

  
 

В приведенной модели переменные выражены в отклонениях от среднего 

уровня, т. е. под x подразумевается x x , а под y – соответственно y y . 

Таким образом преобразуем матрицу исходных данных, используя то, что 

1 40,4,y   2 70,82,y   1 1883,6,x   2 132,62x  : 

Год y1 y2 x1 x2 

1 4,6 –24,77 –973,6 64,08 

2 –0,4 –15,12 –546,6 –11,62 

3 –1,4 –4,57 –113,6 4,98 

4 –1,4 21,73 440,4 –27,42 

5 –1,4 22,73 1193,4 –30,02 

Сумма 0 0 0 0 

 

А также построим вспомогательную таблицу: 

Год y1x1 y1x2 y2x1 y2x2 x1^2 x1x2 x2^2 

1 –4478,56 294,768 24116,072 –1587,2616 947896,96 –62388,288 4106,2464 

2 218,64 4,648 8264,592 175,6944 298771,56 6351,492 135,0244 

3 159,04 –6,972 519,152 –22,7586 12904,96 –565,728 24,8004 

4 –616,56 38,388 9569,892 –595,8366 193952,16 –12075,768 751,8564 

5 –1670,76 42,028 27125,982 –682,3546 1424203,56 –35825,868 901,2004 

Сумма –6388,2 372,86 69595,69 –2712,517 2877729,2 –104504,16 5919,128 
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Система нормальных уравнений составит: 

11 12

11 12

6388,2 2877729,2 104504,16 ,

372,86 104504,16 5919,128 .

 

 

    


   
 

Решая ее, получим: 11 0,000189  , 12 0,066  . 

Аналогично строим систему нормальных уравнений для определения 

коэффициентов 21  и 22 : 

2

2 1 21 1 22 1 2

2

2 2 21 1 2 22 2

,

.

y x x x x

y x x x x

 

 

  


 

  

  
 

21 22

21 22

69595,69 2877729,2 104504,16 ,

2712,517 104504,16 5919,128 .

 

 

   

    

 

Решая ее, получим: 11 0,021  , 12 0,087.    

Приведенная форма модели имеет вид: 

1 1 2

2 1 2

0,000189 0,066 ,

0,021 0,087 .

y x x

y x x

   


   
 

Из приведенной формы можем определить коэффициенты структурной 

модели, для этого выразим из второго уравнения х2 и подставим в первое 

уравнение, в результате получим уравнение: 

1 1 2

2 1
2

0,000189 0,066 ,

0,021
.

0,087

y x x

y x
x

   


  




 

2 1
1 1 2 1 2 1

0,021
0,000189 0,066 0,000189 0,066 0,759 0,016

0,087

y x
y x x x y x

  
              

И аналогично выразим из первого уравнения х1 и подставим во второе 

уравнение: 

1 2
1

2 1 2

0,066
,

0,000189

0,021 0,087 .

y x
x

y x x

 



    

 

 
1 2

2 1 2 2 1 2

0,066
0,021 0,087 0,021 0,087 111,111 7,420 .

0,000189

y x
y x x x y x

 
             
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Итак, структурная форма модели имеет вид: 

1 2 1

2 1 2

0,759 0,016 ,

111,111 7,420 .

y y x

y y x

    


   
 

 

Первое уравнение показывает, что при увеличении среднедушевых 

доходов населения на 100 рублей, годовое потребление мяса возрастает на 

1,6 кг, а при увеличении средней потребительской цены на мясо на 1 рубль, 

годовое потребление мяса снижается на 0,759 кг. Второе уравнение показывает, 

что при увеличении годового потребления мяса на 1 кг, средние 

потребительские цены возрастают на 111,111 рубля, а при увеличении индекса 

цен производителей на 1 %, средние потребительские цены снижаются на 

7,42 рубля. 
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Задание к лабораторной работе 

1. Используя табличный процессор Excel, выполните расчеты для 

примеров, рассмотренных в лабораторной работе. 

2. Исходя из приведенной модели уравнений, найдите структурные 

коэффициенты модели: 

Y1 = (1 + №)X1 + (3 + №)X2 + (9 + №)X3, 

Y2 = (2 + №)X1 – (5 + №)X2 + (1 + №)X3, 

Y3 = –(4 + №)X1 + (7 + №)X2 + (4 + №)X3. 

3. Выполните контрольное задание согласно своему варианту (№ – номер 

в журнале). 

 

Пример и задачи для выполнения самостоятельной работы 
 

Рассмотрим типовой пример. Изучается модель вида 
 

1 11 12 1 1

2 21 22 1 2

3 31 32 3

,

,

,

,

t t t

t t t

t t t

t t t t

C a b Y b C

I a b r b I

r a b Y b M

Y C I G











     


     


     
   

 

 

где tC  – расходы на потребление в период t ;  

tY  – совокупный доход в период t ;  

tI  – инвестиции в период t ;  

tr  – процентная ставка в период t ;  

tM  – денежная масса в период t ;  

tG  – государственные расходы в период t ;  

1tC   – расходы на потребление в период 1t  ;  

1tI   – инвестиции в период 1t  .  

Первое уравнение – функция потребления, второе уравнение – функция 

инвестиций, третье уравнение – функция денежного рынка, четвертое 

уравнение – тождество дохода. 

Модель представляет собой систему одновременных уравнений. 

Проверим каждое ее уравнение на идентификацию. 
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Модель включает четыре эндогенные переменные  , , ,t t t tC I Y r  и четыре 

предопределенные переменные (две экзогенные переменные – tM  и tG  и две 

лаговые переменные – 1tC   и 
1tI 
). 

Проверим необходимое условие идентификации для каждого из 

уравнений модели. 

Первое уравнение: 1 11 12 1 1t t tC a b Y b C       . Это уравнение 

содержит две эндогенные переменные Ct и Yt и одну предопределенную 

переменную 1tC  . Таким образом, H = 2, а D = 4 – 1 = 3, т. е. выполняется 

условие D + 1 > H. Уравнение сверхидентифицируемо. 

Второе уравнение: 2 21 22 1 2t t tI a b r b I       . Оно включает две 

эндогенные переменные It и rt и одну экзогенную переменную It–1. Выполняется 

условие D + 1 = 3 + 1 > H + 2. Уравнение сверхидентифицируемо. 

Третье уравнение: 3 31 32 3t t tr a b Y b M       . Оно включает две 

эндогенные переменные tY  и tr  и одну экзогенную переменную Mt. 

Выполняется условие D + 1 = 3 + 1 > H = 2. Уравнение сверхидентифицируемо. 

Четвертое уравнение: t t t tY C I G   . Оно представляет собой 

тождество, параметры которого известны. Необходимости в идентификации 

нет. 

Проверим для каждого уравнения достаточное условие идентификации. 

Для этого составим матрицу коэффициентов при переменных модели. 
 

 Ct
 

It
 

rt 
 

Yt
 

Ct–1
 

It –1
 

Mt
 

Gt
 

I уравнение –1 0 0 b11
 

b12
 

0 0 0 

II уравнение 0 –1 b21
 

0 0 b22
 

0 0 

III уравнение 0 0 –1 b31
 

0 0 b32
 

0 

Тождество 1 1 0 –1 0 0 0 1 
 

В соответствии с достаточным условием идентификации ранг матрицы 

коэффициентов при переменных, не входящих в исследуемое уравнение, 

должен быть равен числу эндогенных переменных модели без одного. 

Первое уравнение. Матрица коэффициентов при переменных, не 

входящих в уравнение, имеет вид 

 It
 

rt
 

It –1
 

Mt
 

Gt 
 

II уравнение –1 b21
 

b22
 

0 0 

III уравнение 0 –1 0 b32
 

0 

Тождество 1 0 0 0 1 
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Ранг данной матрицы равен трем, так как определитель квадратной 

подматрицы 3 3 не равен нулю: 
 

22

32 22 32

0 0

0 0 0

0 0 1

b

b b b  . 

 

Достаточное условие идентификации для данного уравнения 

выполняется. 

Второе уравнение. Матрица коэффициентов при переменных, не 

входящих в уравнение, имеет вид 
 

 Ct 
 

Yt 
 

Ct –1
 

Mt 
 

Gt 
 

b21
I уравнение –1 b11

 
b12

 
0 0 

III уравнение 0 b31
 

0 b32
 

0 

Тождество 1 –1 0 0 1 
 

Ранг данной матрицы равен трем, так как определитель квадратной 

подматрицы 3 3 не равен нулю: 
 

12

32 12 32

0 0

0 0 0

0 0 1

b

b b b  . 

 

Достаточное условие идентификации для данного уравнения 

выполняется. 

Третье уравнение. Матрица коэффициентов при переменных, не 

входящих в уравнение, имеет вид 
 

 Ct 
 

It
 

Ct –1
 

It –1
 

Gt 
 

I уравнение –1 0 b12
 0 0 

II уравнение 0 –1 0 b22
 0 

Тождество 1 1 0 0 1 
 

Ранг данной матрицы равен трем, так как определитель квадратной 

подматрицы 3 3  не равен нулю: 

12

22 12 22

0 0

0 0 0

0 0 1

b

b b b  . 
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Достаточное условие идентификации для данного уравнения 

выполняется. 

Таким образом, все уравнения модели сверхидентифицируемы. 

Приведенная форма модели в общем виде будет выглядеть следующим 

образом: 
 

1 11 1 12 1 13 14 1

2 21 1 22 1 23 24 2

3 31 1 32 1 33 34 3

4 41 1 42 1 43 44 1

,

,

,

.

t t t t t

t t t t t

t t t t t

t t t t t

C A C I M G u

I A C I M G u

r A C I M G u

Y A C I M G u

   

   

   

   

 

 

 

 

     


     


     
      

 

 

Задания по вариантам 
 

Даны системы эконометрических уравнений. 

1. Применив необходимое и достаточное условие идентификации, 

определите, идентифицируемо ли каждое из уравнений модели. 

2. Определите метод оценки параметров модели. 

3. Запишите в общем виде приведенную форму модели. 

 

Вариант 1 

Модель протекционизма Сальватора (упрощенная версия): 

1 12 13 14 1 15 1 1

2 21 23 26 2

3 31 32 36 3

,

,

.

t t t t t

t t t t

t t t t

M a b N b S b E b M

N a b M b S b Y

S a b M b N b X







      


    
     

 

где M  – доля импорта в ВВП; N  – общее число прошений об освобождении от 

таможенных пошлин; S  – число удовлетворенных прошений об освобождении от 

таможенных пошлин; E  – фиктивная переменная, равная 1 для тех лет, в которые 

курс доллара на международных валютных рынках был искусственно завышен, 

и 0 – для всех остальных лет; Y  – реальный ВВП; X  – реальный объем чистого 

экспорта; t  – текущий период; 1t   – предыдущий период. 

 

Вариант 2 

Макроэкономическая модель (упрощенная версия модели Клейна): 

1 12 13 1

2 21 24 1 2

,

,

,

t t t

t t t

t t t

C a b Y b T

I a b Y b K

Y C I





   


   
  
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где C  – потребление; I  – инвестиции; Y  – доход; T  – налоги; K  – запас 

капитала; t  – текущий период; 1t   – предыдущий период. 

 

Вариант 3 

Макроэкономическая модель экономики США (одна из версий): 

1 11 12 1 1

2 21 23 2

3 31 34 35 1 3

,

,

,

,

t t t

t t t

t t t t

t t t t

C a b Y b C

I a b Y b r

r a b Y b M b r

Y C I G











   


   


    
   

 

где C  – потребление; Y  – ВВП; I  – инвестиции; r  – процентная ставка; M  – 

денежная масса; G  – государственные расходы; t  – текущий период; 1t   – 

предыдущий период. 
 

Вариант 4 

Модель Кейнса (одна из версий): 

1 11 12 1 1

2 21 2

,

,

,

t t t

t t

t t t t

C a b Y b Y

I a b Y

Y C I G





   


  
   

 

где C  – потребление; Y  – ВВП; I  – валовые инвестиции; G  – государствен-

ные расходы; t  – текущий период; 1t   – предыдущий период. 

 

Вариант 5 

Модель денежного и товарного рынков: 

1 12 14 1

2 21 23 25 2

3 31 3

,

,

,

t t t

t t t t

t t

R a b Y b M

Y a b R b I b G

I a b R







   


    
   

 

где R  – процентные ставки; Y  – реальный ВВП; M  – денежная масса; I  – 

внутренние инвестиции; G  – реальные государственные расходы. 

 

Вариант 6 

Модифицированная модель Кейнса: 

1 11 1

2 21 22 1 2

,

,

,

t t

t t t

t t t t

C a b Y

I a b Y b Y

Y C I G





  


   
   
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где C  – потребление; Y  – доход; I  – инвестиции; G  – государственные рас-

ходы; t  – текущий период; 1t   – предыдущий период. 

 

Вариант 7 

Макроэкономическая модель: 

1 11 1

2 22 23 1 2

,

,

,

,

t t

t t t

t t t

t t t t

C a b D

I a b Y b Y

Y D T

D C I G





  


   


 
   

 

где C  – расходы на потребление; Y  – чистый национальный продукт; D  – 

чистый национальный доход; I  – инвестиции; T  – косвенные налоги; G  – 

государственные расходы; t  – текущий период; 1t   – предыдущий период. 

 

Вариант 8 

Гипотетическая модель экономики: 

1 11 12 1

2 21 1 2

3 31 3

,

,

,

,

t t t

t t

t t

t t t t

C a b Y b J

J a b Y

T a b Y

Y C J G









   


  


  
   

 

где C  – совокупное потребление в период t; Y  – совокупный доход в период t; 

J  – инвестиции в период t ; T  – налоги в период t ; G  – государственные 

доходы в период t . 

 

Вариант 9 

Модель денежного рынка: 

1 11 12 1

2 21 22 2

3 33 3

,

,

,

t t t

t t t

t t

R a b M b Y

Y a b R b I

I a b R







    


   
   

 

где R  – процентные ставки; Y  – ВВП; M  – денежная масса; I  – внутренние 

инвестиции. 

 

  



Вариант 10 

Конъюнктурная модель имеет вид: 

1 11 12 1 1

2 21 22 1 2

3 31 32 3

,

,

,

,

t t t

t t t

t t t

t t t t

C a b Y b C

I a b r b I

r a b Y b M

Y C I G











   


   


   
   

 

где C  – расходы на потребление; Y  – ВВП; I  – инвестиции; r  – процентная 

ставка; M  – денежная масса; G  – государственные расходы; t  – текущий 

период; 1t   – предыдущий период. 
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СОКРАЩЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

ДА – дисперсионный анализ 

ОКА – однофакторный корреляционный анализ 

МКА – многофакторный  корреляционный анализ 

ОРА – однофакторный (парный) регрессионный анализ 

МРА – многофакторный (множественный) регрессионный анализ 

ВР – временные ряды 

СЭУ – система эконометрических уравнений 

ДР – динамические ряды 

МНК – метод наименьших квадратов 

ОР – однофакторная регрессия 

ЛР – линейная регрессия 

НР – нелинейная регрессия 
Э

iY , y
э
 – экспериментальные (фактические наблюдения) данные 

Р

iY  , Y, ŷ  , y – расчетные  данные по модели (зависимые переменные, эндоген-

ные переменные) 

X, x  – независимые (экзогенные) переменные 

N – число наблюдений 

ε – среднее относительное отклонение экспериментальных данных от 

расчетных (средняя относительная ошибка аппроксимации), % 

p – доля единиц в совокупности, обладающих данным признаком 

q – доля единиц, не обладающих данным признаком 

σ
2
 – дисперсия альтернативного признака 

σ – среднее квадратичное отклонение 

V – коэффициент вариации 

xH   – показатель энтропии 

2

x  – межгрупповая дисперсия 

η – эмпирическое корреляционное отношение 

η
2
 – эмпирический коэффициент детерминации 

,x y  – среднеарифметические значения аргументов и функций 

F – критерий Фишера 

,r R  – коэффициент корреляции 

cov(x,y) – ковариация аргументов и функций 

Sx, Sy – среднее  квадратичное отклонение по Х и по Y 
2

ЭS  – факторная дисперсия относительно среднего значения функции отклика 

(по экспериментальным данным) 
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2

РS  – дисперсия, характеризующая отклонение экспериментальных точек от 

найденных по уравнению регрессии 

Ŝ  – остаточное среднеквадратическое отклонение 

Dx, Dy – сумма квадратов отклонений от средней величины (дисперсия) по Х 

и по Y 

X ,  – среднее арифметическое Xi и Yi (математическое ожидание) 

d, DW – показатель статистики Дарбина-Уотсона 

R
2
 – коэффициент детерминации 

b – в линейной модели называют коэффициентом регрессии 

Е, Э – коэффициент эластичности 

α – уровень значимости для табличных значений F-критерия в % 

t – временной показатель 

tкр. – критическое значение t-критерия Стьюдента  

Tj, Tтабл. – текущее и табличное значение критерия Стьюдента, соответственно 

T – трендовая компонента 

S – циклическая (сезонная) компонента 

U(t) – тренд (функция оптимального приближения к показателям) 

V(t) – сезонная компонента ВР 

C(t) – циклическая компонента ВР 

E(t) – случайная компонента ВР 

n – число наблюдений; размерность массива данных; период (частота) повто-

ряемости сезонных колебаний 

ωj – угловая частота j-й гармоники 

εt – случайная ошибка 

& – точность измерения функции отклика 

k – индекс; количество гармоник 

H – число эндогенных переменных 

D – число  экзогенных (предопределенных) переменных 

 

 

  

Y
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ГЛОССАРИЙ 

Автокорреляцией уровней ряда – корреляционная зависимость между 

последовательными уровнями временного ряда. 

Автокорреляционная функция временного ряда – последовательность 

коэффициентов автокорреляции уровней первого, второго и т.д. порядков. 

Коррелограмма – график зависимости ее значений от величины лага (порядка 

коэффициента автокорреляции).  

Альтернативные признаки – это такие признаки в измерении дисперсии, 

которыми обладают одни единицы совокупности и не обладают другие. 

Временной ряд (ВР) в общем случае состоит – из 4-х компонентов: тренд 

(функция оптимального приближения к показателям); сезонная компонента ВР, 

которая периодически увеличивается (уменьшается) во времени. Ее наличие 

связано с изменением условий; циклическая компонента ряда, которая 

существует в периодических процессах; случайная компонента ВР, которая 

определяется случайными процессами. Для аддитивного ВР – сумма компо-

нентов, для мультипликативного ВР – произведение. 

Временной ряд (ВР) – это совокупность значений какого-либо показателя 

за несколько последовательных моментов или периодов времени. 

Гетероскедастичность – это явление, когда дисперсия отклонения 

расчетных от экспериментальных данных возрастает (или убывает) при 

последовательном изменении значений аргумента рассматриваемой функции. 

Гомоскедастичность – это явление, когда дисперсия отклонения 

расчетных от экспериментальных данных одинакова для всех значений аргу-

мента рассматриваемой функции. 

Динамические системы – системы, зависящие от фактора времени 

(обычно к динамическим системам относят системы дифференциальных 

уравнений). 

Дисперсия – сумма квадратов отклонений одинакового числа одних 

наблюдаемых величин от других. 

Длина ВР – время от начала наблюдения до конца наблюдения.  

Доверительная вероятность – это вероятность гипотезы сделать ошибку. 

Обычно доверительную вероятность задают в пределах 99% или 95%. 

Интерполяция – построение математической модели внутри некоторого 

промежутка, проходящей через узловые точки промежутка. 

Коэффициент детерминации – квадрат коэффициента корреляции. 

Коэффициент корреляции – число, характеризующее степень внутренней 

взаимосвязи рассматриваемых одинаковых по количеству групп наблюдений 

различных процессов и явлений (диапазон изменения [–1; 1]). 
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Коэффициент множественной корреляции – определяет корреляционную 

зависимость между множеством наблюдений одинаковой размерности. 

Коэффициент эластичности – коэффициент определяющий отношение 

изменения производной функции по аргументу к частному отношения функции 

к аргументу. 

Критерий Стьюдента – критерий определения значимости коэффициен-

тов регрессионных моделей. 

Критерий Фишера – критерий, определяющий адекватность выбранной 

регрессионной модели табличным (экспериментальным) данным. Расчетное 

значение критерия Фишера определяется отношением факторной дисперсии 

к остаточной и сравнивается с табличным значением (по определенному 

уровню значимости). Если расчетное значение больше табличного, то модель 

адекватна по Фишеру. 

Лаг – число периодов, по которым рассчитывается коэффициент авто-

корреляции. 

Математическое ожидание – среднее значение группы исследуемых 

величин. 

Метод наименьших квадратов (МНК) – метод минимизации функцио-

нала, описывающего критерий максимального приближения эксперимен-

тальных данных к расчетным, представленного суммой квадратов 

отклонений экспериментальных данных от расчетных (полученных из 

выбранной регрессионной модели). Задача сводится путем дифферен-

цирования функционала по коэффициентам регрессионной модели к реше-

нию системы линейных алгебраических уравнений относительно этих 

коэффициентов. МНК используется для регрессионных линеаризуемых 

регрессионных моделей. 

Моделями временных рядов – модели, построенные на основе данных, 

характеризующие один объект за ряд последовательных моментов (периодов) 

времени.  

Парный (однофакторный) регрессионный анализ – рассматривает функ-

циональные зависимости от одного фактора. 

Поверхностью отклика – поверхность, являющуюся геометрическим 

обзором процесса, называют. 

Правило сложения дисперсий доли признака – общая дисперсия 

альтернативного признака равна сумме средней из внутригрупповых дисперсий 

и межгрупповой дисперсии. 

Пример системы одновременных уравнений – модель спроса-пред-

ложения. 
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Принцип интерэктности (взаимодействия) – внутри системы каждый 

элемент обязательно влияет на другой элемент, независимо есть между ними 

прямые связи или нет. 

Принцип эмерджентности – в системе реального производства результат 

деятельности совокупности производственных участков отличается от 

деятельности составных частей. 

Проверка значимости коэффициентов уравнения регрессии – выявление 

коэффициентов, устранение которых не изменяет адекватности регрессионной 

модели (используется метод Стьюдента). 

Прогнозирование с помощью регрессионных моделей – получение 

значения регрессионной модели, адекватно описывающей экспериментальные 

(табличные) данные, вне области рассматриваемого процесса или явления. 

Производственные функции – необходимы для прогнозирования и ана-

лиза производства, время входит в производственную функцию в качестве 

независимой переменной. 

Равновесное состояние – близость между собой противоположных 

финансово-экономических процессов, например, спрос равен предложению, 

производство равно потреблению. 

Регрессионный анализ – исследует возможность адекватной замены 

табличной функции регрессионной моделью. Для этого подбирается 

регрессионная модель, вычисляются коэффициенты регрессионной модели 

наилучшим образом (в смысле метода наименьших квадратов) приближающие 

эту модель к экспериментальным (табличным) данным. 

Системы по Берталанфи – существуют системы, которые обладают 

способностью к самоорганизации, т. е. могут совершенствовать сами себя, 

изменять сами свою структуру в соответствии с внешними условиями 

и способностью к взаимодействию с другими системами. 

Социальный индекс (СИ) – инструмент для измерения степени социальной 

ответственности организации и даёт конкретную основу для характеристики 

организации по баллам, определяющим по количественным социальным 

показателям ее слабые места с целью улучшения эффективности работы. 

Сравнивание гипотез – это сравнивание дисперсий.  

Средняя относительная ошибка – определяет среднее значение суммы 

модуля отклонения экспериментальных данных (табличной функции) от 

расчетных (регрессионной модели), деленных на значения экспериментальных 

данных в %. 

Статические системы – системы, не зависящие от фактора времени, т. е. 

рассматривающими фиксированный момент времени (обычно описываются 

системами линейных и нелинейных уравнений). 
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Теорема Ляпунова – если случайная величина является суммой большого 

количества факторов, то распределение этой случайной величины подчиняется 

закону нормального распределения.  

Типы ВР: моментальный ряд (характеризуется для данного момента или 

периода времени) и интервальный ряд (характеризуется для ряда последо-

вательных интервалов времени). 

Тренд – функция, описывающая длительные изменения экономических 

показателей, показывающая общее направление развития. 

Уравнением регрессии – приближенная математическая модель процесса, 

найденная на основании экспериментальных данных и представляющая собой 

конечный степенной ряд. 

Уровень ВР – численное значение показателя. 

Экзогенные переменные – это независимые переменные, влияющие на 

эндогенные переменные, но не зависящие от них. 

Эконометрика – это наука, которая исследует количественное выражение 

взаимосвязей экономических явлений и процессов. 

Эконометрическое моделирование – это исследование, состоящее из 

следующих этапов: постановка задачи; получение данных, анализ их качества; 

спецификация модели; оценка параметров; интерпретация результатов. 

Экстраполяция – подразумевает расчет значений функции вне 

рассматриваемого промежутка. 

Эндогенные переменные – это зависимые переменные (число их равно 

обычно числу уравнений в системе) 
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Приложение  

 

ТЕСТЫ 

Вопросы и варианты ответов 

1 2 3 4 

1. Экстраполяция – 

расчет функций 

внутри заданной 

области 

поиск минимума 

функции 

поиск максимума расчет функций вне 

заданной области 

2. Дисперсия D имеет свойства: 

D < 0 –  < D < +  D > 0 0 < D < +1 

3. Коэффициент автокорреляции имеет свойства 

r > 0 –  < r < +  –1 < r < +1 0 < r < +1 

4. Коэффициент регрессии r имеет свойства 

r > 0 –  < r < +  –1 < r <+1 0 < r < +1 

5. Метод прогнозирования основан на 

определении 

минимума 

отклонения 

расчетного от 

эмпирического 

значения функции 

интерполяции автокорреляции и 

экстраполяции 

экстраполяции 

6. Тренд это 

функция, 

оптимально 

описывающая 

табличную функцию 

выбранная нами 

функция, 

описывающая 

адекватно в смысле 

метода наименьших 

квадратов табличную 

функцию 

тенденция, 

описывающая 

явление 

уравнение кривой, 

проходящей мимо 

данных табличной 

функции, имеющая 

минимальные 

абсолютные 

отклонения 

7. Лаг это 

порядок 

коэффициента 

автокорреляции 

величина периода 

при расчете 

коэффициента 

автокорреляции 

число периодов, по 

которым 

рассчитывается 

коэффициент 

автокорреляции 

отношение 

коэффициента 

корреляции к 

коэффициенту 

автокорреляции 

 

 

 
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8. Временной ряд это 

совокупность 

значений какого-

либо показателя за 

несколько 

последовательных 

моментов или 

периодов времени 

тренд степенной ряд, 

зависящий от 

времени 

сезонная компонента 

вместе со случайной 

9. Чему равен коэффициент детерминации? 

квадрату 

математического 

ожидания 

квадрату 

коэффициента 

корреляции 

корню из дисперсии обратному значению 

ковариации 

10. Коэффициент детерминации имеет пределы: 

>0    

11. Какие случайные величины подчиняются нормальному закону распределения? 

случайные 

величины, 

являющиеся суммой 

большого количества 

факторов 

равновероятные 

случайные величины 

ограниченное число 

случайных величин 

не равновероятные 

случайные величины 

12. Автокорреляция – это 

зависимость 

случайных величин 

временного ряда 

полученных в 

равных промежутках 

времени 

зависимость 

случайных величин 

временного ряда 

полученных в 

неравных 

промежутках 

времени 

независимость 

показателей 

временного ряда друг 

от друга 

автоматическое 

коррелирование 

функций 

13. Когда строят аддитивную модель временного ряда? 

когда амплитуда 

колебаний 

приблизительно 

постоянна 

когда амплитуда 

сезонных колебаний 

возрастает или 

уменьшается 

когда амплитуда 

колебаний 

непостоянна 

когда 

мультипликативная 

модель дает плохие 

результаты 

14. Эконометрические методы основаны на 

на высшей 

математике 

теории вероятности, 

математической 

статистике, 

векторной алгебре  

и математическом 

анализе 

теории чисел и 

математической 

логике 

теории 

дифференциальных 

уравнений 

);(  ]1;1[ ]1;0[



168 

15. Что характеризует 3-я производная по времени в кубических полиномах временного 

ряда? 

время ускорение скорость степень изменения 

ускорения 

16. Формула Гомперца (t – время, k – асимптота): 

 

 

  

17. Кривая Филлипса: 

y = a + bx y = a – b/x y = a + b/x y = abx 

18. Чем является коэффициент b в уравнении регрессии:  

коэффициентом 

корреляции 

коэффициентом 

эластичности 

коэффициентом 

автокорреляции 

математическим 

ожиданием 

19. Для чего используется коэффициент автокорреляции во временных рядах? 

для оценки 

минимальных 

отклонений данных 

табличной функции 

для определения 

цикличности 

процесса 

для определения 

тренда 

для определения 

ошибок 

20. Если уравнение регрессии имеет вид: y = f(x), то коэффициент эластичности Э равен: 

  

 /  

21. Кривая Энгеля: 

y = a + bx y = a – b/x y = a + b/x y = abx 

22. Если уравнение регрессии имеет вид: y = aebx, то коэффициент эластичности Э равен: 

 

   

23. Коэффициент корреляции Rxy между значениями x и y: 

    

24. Чем является коэффициент b в уравнении регрессии:  

коэффициентом 

корреляции 

коэффициентом 

эластичности 

коэффициентом 

автокорреляции 

математическим 

ожиданием 
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25. Коррелограмма показывает 

зависимость 

коэффициента 

автокорреляции 

уровней от лага 

зависимость лага от 

коэффициента 

автокорреляции 

уровней 

зависимость 

коэффициента 

корреляции от 

количества факторов 

диаграмму 

распределения 

коэффициентов 

корреляции 

26. Если уравнение регрессии имеет вид: y = a + bx, то коэффициент эластичности Э равен: 

  

 /  

27. Математическое моделирование это: 

метод черного ящика отображения явлений 

математической 

формулой 

решение 

дифференциальных 

уравнений 

решение 

алгебраических 

уравнений 

28. Динамические системы описываются 

методом черного 

ящика 

отображением 

явлений 

математической 

формулой 

дифференциальными 

уравнениями 

алгебраическими 

уравнениями 

29. Экстраполяция – 

расчет функций 

внутри заданной 

области 

поиск минимума 

функции 

поиск максимума расчет функций вне 

заданной области 

30. Статические системы это 

дифференциальные 

уравнения 

алгебраические 

уравнения 

производные матрицы 

31. Динамические и стохастические системы описываются 

законами теории 

вероятности и 

статистики 

законами теории 

вероятности и 

дифференциальными 

уравнениями 

дифференциальными 

уравнениями 

алгебраическими 

уравнениями 

32. Интерполяция – 

расчет функций 

внутри заданной 

области 

поиск минимума 

функции 

поиск максимума расчет функций вне 

заданной области 

33. Формула факторной дисперсии σ факт. в уравнениях регрессии: 
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34. Метод наименьших квадратов 

определение 

минимума 

отклонения 

расчетного от 

эмпирического 

значения функции 

вычисление 

экстремума 

Метод Эйлера Метод Лагранжа 

35. Стохастические системы описываются 

законами теории 

чисел 

законами теории 

вероятности  

и статистики 

дифференциальными 

уравнениями 

трансцендентными 

уравнениями 

36. Метод прогнозирования основан на 

определении 

минимума 

отклонения 

расчетного от 

эмпирического 

значения функции 

интерполяции автокорреляции  

и экстраполяции 

экстраполяции 

37. Чему равен коэффициент детерминации? 

квадрату 

математического 

ожидания 

квадрату 

коэффициента 

корреляции 

корню из дисперсии обратному значению 

ковариации 

38. Коэффициент детерминации имеет пределы: 

>0    

39. Какие случайные величины подчиняются нормальному закону распределения? 

случайные 

величины, 

являющиеся суммой 

большого количества 

факторов 

равновероятные 

случайные величины 

ограниченное число 

случайных величин 

не равновероятные 

случайные величины 

40. Математические модели прогноза считаются адекватными, если случайная компонента 

временных рядов подчиняется ниже перечисленным условиям. Выберите лишнее условие. 

существует 

случайная 

компонента, которая 

намного меньше 

регулярной 

компоненты 

математическое 

ожидание случайной 

компоненты близко  

к 0 

случайная 

компонента 

положительна 

случайная 

компонента 

подчиняется 

нормальному закону 

распределения и 

существует 

независимость 

уровней случайных 

величин друг от 

друга 

);(  ]1;1[ ]1;0[
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41. Вычисление коэффициентов a и b уравнения регрессии y = a + bx: 

a = ;

  

b =  

а = ;  

b =  

;

  

а =  

a = ;  

b =  

42. Что характеризует 3-я производная по времени в кубических полиномах временного 

ряда? 

время ускорение скорость степень изменения 

ускорения 

43. Коэффициенты аппроксимации по экспоненциальной формуле y = aebx: 
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
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44. Средняя квадратичная относительная ошибка ε (%) в регрессионном анализе: 

    

45. Формула остаточной дисперсии σост. в уравнениях регрессии: 

     

46. Рассчитывать параметры парной линейной регрессии можно, если у нас есть: 

не менее  

7 наблюдений 

не менее  

5 наблюдений 

не менее  

9 наблюдений 

не менее  

3 наблюдений 

47. Суть метода наименьших квадратов состоит в 

минимизации 

дисперсии 

результативного 

признака 

минимизации суммы 

квадратов 

остаточных величин 

минимизации суммы 

остаточных величин 

минимизации суммы 

модулей остаточных 

величин 

48. Коэффициент линейного парного уравнения регрессии 

показывает среднее 

изменение 

результата с 

изменением фактора 

на одну единицу 

оценивает 

статистическую 

значимость 

уравнения регрессии 

показывает, на 

сколько процентов 

изменится в среднем 

результат, если 

фактор изменится на 

1% 

Взаимосвязь 

факторов 

49. Какое из уравнений является линейным: 

y = a + b x y = a + b lnx y = a + b xc y = a xb 
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Суть коэффициента детерминации 
2

xyr  состоит в следующем: 

характеризует долю 

дисперсии 

результативного 

признака y, 

объясняемую 

регрессией, в общей 

дисперсии 

результативного 

признака 

оценивает качество 

модели из 

относительных 

отклонений по 

каждому 

наблюдению 

характеризует долю 

дисперсии y, 

вызванную влиянием 

не учтенных в 

модели факторов 

характеризует долю 

дисперсии y, 

вызванную влиянием 

остаточных 

факторов 

50. Качество модели из относительных отклонений по каждому наблюдению оценивает: 

коэффициент 

детерминации 

2

xyr
 

F-критерий Фишера средняя ошибка 

аппроксимации A  

t-критерий 

Стьюдента 

51. Значимость уравнения регрессии в целом оценивает: 

F-критерий Фишера 

 

коэффициент b при х t-критерий 

Стьюдента 

средняя ошибка 

аппроксимации A  

52. Значимость уравнения регрессии отдельно по параметрам оценивает: 

t-критерий 

Стьюдента 

F-критерий Фишера 

 

коэффициент 

детерминации 
2

xyr  

коэффициент 

корреляции 

53. Классический метод к оцениванию параметров регрессии основан на: 

методе наименьших 

квадратов 

методе 

максимального 

правдоподобия 

шаговом 

регрессионном 

анализе 

методе Ньютона 

54. Остаточная сумма квадратов равна нулю: 

никогда когда между 

признаками 

существует точная 

функциональная 

связь 

когда правильно 

подобрана 

регрессионная 

модель 

всегда 

55. Объясненная (факторная) сумма квадратов отклонений в линейной парной модели 

имеет число степеней свободы, равное: 

1 n – 1 n – 2 n – 3 

56. Остаточная сумма квадратов отклонений в линейной парной модели имеет число 

степеней свободы, равное: 

n – 2 1 n – 1 n + 1 

57. Общая сумма квадратов отклонений в линейной парной модели имеет число степеней 

свободы, равное: 

n – 1 1 n – 2 n 
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58. Параметр b в степенной модели является: 

коэффициентом 

эластичности 

коэффициентом 

детерминации 

коэффициентом 

корреляции 

коэффициентом 

автокорреляции 

59. Коэффициент корреляции xyr  может принимать значения: 

от –1 до 1 от 0 до 1 любые больше 1 

Имеется модель регрессии, характеризующая зависимость y от x  Известны 

среднеквадратичные отклонения для переменных и количество наблюдений: , 

 и  Вычислите коэффициент корреляции : 

    

60. Какое из следующих уравнений является линейной моделью регрессии: 

y a b x    
 

lny a b x    
 

by a x   
 

y = a*exp(x) 

61. Коэффициент детерминации линейной регрессии может принимать значения: 

меньше или равно 

коэффициента 

корреляции 

только равно 

коэффициенту 

корреляции 

больше или равно 

коэффициента 

корреляции 

всегда больше 

коэффициента 

корреляции 

62. Дисперсионный анализ выполняется: 

для линейной 

регрессии 

для любой парной 

регрессии 

для нелинейной 

регрессии 

только для 

множественной 

линейной регрессии 

63. Если коэффициент линейной корреляции равен (–1), то уравнение имеет вид: 

у = kх + b,  

k отрицательно 

у = kх + b,  

k имеет любой знак 

у = –х2 – х + с у = х2 – х +с 

64. Уравнение линейной корреляции отражает обратную связь, если в уравнении y = k + b: 

k отрицательно b отрицательно,  

k любое число 

b отрицательно,  

а k положительно 

k положительно 

65. Уравнение линейной корреляции отражает прямую связь, если в уравнении y = kx + b: 

k положительно b отрицательно b положительно,  

k отрицательно 

k отрицательно 

Нормальная система уравнений определяет параметры уравнения:

2

,

.

a n b x y

a x b x x y

    


    

 

     

парной линейной 

регрессии 

парной нелинейной 

регрессии 

множественной 

линейной регрессии 

временных рядов 
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66. Формулой 

2

2
( )

,
1

общ

y y
S

n







определяется: 

общая дисперсия на 

1 степень свободы 

общая дисперсия остаточная 

дисперсия 

факторная дисперсия 

67. Формулой 𝑆факт
2 =

∑(𝑦̂𝑥−𝑦)2

𝑚
, определяется: 

объясненная 

дисперсия на 1 

степень свободы 

остаточная 

дисперсия на 1 

степень свободы 

объясненная 

дисперсия 

общая дисперсия 

68. Для функции 
b

y a
x

    средний коэффициент эластичности имеет вид: 

b
Э

a x b
 

   

b x
Э

a b x




   

b x
Э

a b x


 

   

1
b x

Э
a b x


 

   

69. Какое из следующих уравнений нелинейно по оцениваемым параметрам: 

by a x   
 

lny a b x    
 

y a b x    
  

70. Объясненная (факторная) сумма квадратов отклонений в квадратичной парной модели 

имеет число степеней свободы, равное: 

2 1 n – 2 n – 1 

71. C помощью логарифмирования и замены переменных можно линеаризовать 

функции … 

    

72. Уравнение регрессии вида 1/ ( )y a bx     является … 

нелинейным по 

параметрам 

нелинейным по 

переменным 

линейным по 

параметрам 

линейным по 

переменным 

73. Какое уравнение регрессии нельзя свести к линейному виду: 

y = a + bxc y = a xb y = a + b lnx y = a·exp(bx) 

74. Индекс корреляции нелинейной регрессии может принимать значения: 

от 0 до 1 от –1 до 1 любые больше 1 

75. Какое из уравнений является чисто степенным: 

y = a xb y = a + b lnx y = a + b xc y = a + b x 

76. Нелинейное уравнение y = a xb можно свести к линейному виду следующим способом: 

логарифмированием 

и заменой 

переменных 

только 

логарифмированием 

только заменой 

переменных 

невозможно перейти 

к линейному виду 
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77. Нелинейное уравнение y = a + b·lnx можно свести к линейному: 

заменой переменной логарифмированием логарифмированием 

и заменой 

переменных 

невозможно перейти 

к линейному виду 

78. Уравнение y = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 является: 

линейной по 

параметрам 

нелинейной по 

параметрам 

линейной по 

объясняющей 

переменной 

линейной по 

параметрам и 

объясняющей 

переменной 

79. Нелинейное уравнение y = a + b·lnx является: 

линейной по 

параметрам 

нелинейной по 

параметрам 

линейной по 

объясняющей 

переменной 

линейной по 

параметрам и 

объясняющей 

переменной 

80. Расчет параметров уравнения  y = a0 + a1x + a2x2 приводится к нормальной системе 

уравнений: 

методом 

наименьших 

квадратов 

обобщенным 

методом наименьших 

квадратов 

косвенным методом 

наименьших 

квадратов 

не приводится к 

нормальной системе 

уравнений 

81. Уравнение регрессии 
b

y a
x

  
 
можно линеаризовать с помощью: 

замены переменных логарифмирования логарифмирования и 

замены переменных 

невозможно 

линеаризовать 

82. Нелинейное уравнение регрессии 𝑦̂𝑥 = 𝑒𝑎+𝑏⋅𝑥 является нелинейной по: 

параметрам и 

объясняющей 

переменной 

только по 

параметрам 

только по 

объясняющей 

переменной 

по всем параметрам 

83. Нелинейное уравнение регрессии 𝑦̂𝑥 = 𝑎 ⋅ 𝑏𝑥 является нелинейной по: 

параметрам и 

объясняющей 

переменной 

только по 

параметрам 

только по 

объясняющей 

переменной 

по всем параметрам 

84. Нелинейное уравнение регрессии 𝑦̂𝑥 = 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑥 + 𝑐 ⋅ 𝑥2 + 𝑑 ⋅ 𝑥3является нелинейной 

по: 

только по 

объясняющей 

переменной 

параметрам и 

объясняющей 

переменной 

только по 

объясняющей 

переменной 

по всем параметрам 
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85. Равносторонняя гипербола регрессии 𝑦̂𝑥 = 𝑎 +
𝑏

𝑥
  является нелинейной: 

только по 

объясняющей 

переменной 

 

параметрам и 

объясняющей 

переменной 

только по 

объясняющей 

переменной 

 

по всем параметрам 

86. Парабола второй степени 𝑦̂𝑥 = 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑥 + 𝑐 ⋅ 𝑥2, приводится к линейному виду  

с помощью: 

замены: 
2

1 2,  .x x x x 
 

логарифмирования не приводится к 

линейному виду 

тождественных 

преобразований 

87. Формулой 

22
2

2 2
1 ,

фактост
xy

общ общ

R


 
  

 

определяется: 

индекс 

детерминации 

индекс корреляции коэффициент 

корреляции 

коэффициент 

линейной регрессии 

88. Формулой 

2

2
1 ,ост

xy

общ





  определяется: 

индекс корреляции индекс детерминации коэффициент 

корреляции 

коэффициент 

регрессии 

89. Индекс корреляции нелинейной регрессии определяется формулой: 

2

2
1 ,ост

xy

общ





 

 

22
2

2 2
1 ,

фактост
xy

общ общ

R


 
  

 

y = a + bx + cx2 y = a + b/x 

90. Для модели регрессии, построенной на основании n наблюдений и содержащей  

m независимых уравнений, число степеней свободы для остаточной суммы квадратов 

отклонений равно: 

n – m – 1 n – 1 n – m n – 2 

91. Скорректированный коэффициент детерминации: 

учитывает фактор 

числа степеней 

свободы 

не учитывает фактор 

числа степеней 

свободы 

учитывает число 

степеней свободы 

только остаточной 

дисперсии 

учитывает только 

общее число 

степеней свободы 

92. Среднее квадратичное отклонение стандартизованных переменных равно: 

1 0 –1 любое число 

93. Для построения модели линейной множественной регрессии вида 𝑦̂ = 𝑎 + 𝑏1𝑥1 𝑏2𝑥2 

необходимое количество наблюдений должно быть не менее: 

14 7 2 10 
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94. Мультиколлинеарность факторов эконометрической модели подразумевает: 

наличие линейной 

зависимости между 

более чем двумя 

факторами 

наличие нелинейной 

зависимости между 

двумя факторами 

отсутствие 

зависимости между 

факторами 

наличие линейной 

зависимости между 

двумя факторами 

95. Наибольшее распространение в эконометрических исследованиях получили: 

системы 

взаимозависимых 

уравнений 

системы 

рекурсивных 

уравнений 

системы 

независимых 

уравнений 

системы 

приведенных 

уравнений 

96. Эндогенные переменные – это: 

зависимые 

переменные, число 

которых равно числу 

уравнений в системе 

и которые 

обозначаются yi 

предопределенные 

переменные, 

влияющие на 

зависимые 

переменные, но не 

зависящие от них, 

обозначаются xi 

значения зависимых 

переменных за 

предшествующий 

период времени 

независимые 

переменные 

97. Экзогенные переменные – это: 

предопределенные 

переменные, 

влияющие на 

зависимые 

переменные, но не 

зависящие от них, 

обозначаются xi 

зависимые 

переменные, число 

которых равно числу 

уравнений в системе 

и которые 

обозначаются yi 

значения зависимых 

переменных за 

предшествующий 

период времени 

независимые 

переменные 

98. Лаговые переменные – это: 

значения зависимых 

переменных за 

предшествующий 

период времени 

зависимые 

переменные, число 

которых равно числу 

уравнений в системе 

и которые 

обозначаются yi 

предопределенные 

переменные, 

влияющие на 

зависимые 

переменные, но не 

зависящие от них, 

обозначаются xi 

значения зависимых 

переменных за 

последующий 

период времени 

99. Модель идентифицируема, если: 

число параметров 

структурной модели 

равно числу 

параметров 

приведенной формы 

модели 

число приведенных 

коэффициентов 

больше числа 

структурных 

коэффициентов 

число приведенных 

коэффициентов 

меньше числа 

структурных 

коэффициентов 

число параметров 

структурной модели 

не равно числу 

параметров 

приведенной формы 

модели 
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100. Модель неидентифицируема, если: 

число приведенных 

коэффициентов 

меньше числа 

структурных 

коэффициентов 

число приведенных 

коэффициентов 

больше числа 

структурных 

коэффициентов 

число параметров 

структурной модели 

равно числу 

параметров 

приведенной формы 

модели 

число параметров 

структурной модели 

не равно числу 

параметров 

приведенной формы 

модели 

101. Модель сверхидентифицируема, если: 

число приведенных 

коэффициентов 

больше числа 

структурных 

коэффициентов 

число приведенных 

коэффициентов 

меньше числа 

структурных 

коэффициентов 

число параметров 

структурной модели 

равно числу 

параметров 

приведенной формы 

модели 

число параметров 

структурной модели 

не равно числу 

параметров 

приведенной формы 

модели 

102. Для определения параметров точно идентифицируемой модели: 

применяется 

косвенный МНК 

применяется 

двухшаговый МНК 

ни один из 

существующих 

методов применить 

нельзя 

обычный МНК 

103. Для определения параметров сверхидентифицируемой модели: 

применяется 

двухшаговый МНК 

применяется 

косвенный МНК 

ни один из 

существующих 

методов применить 

нельзя 

обычный МНК 

104. Для определения параметров неидентифицируемой модели: 

ни один из 

существующих 

методов применить 

нельзя 

применяется 

косвенный МНК 

применяется 

двухшаговый МНК 

обычный МНК 

105. В системе независимых уравнений: 

число неизвестных 

равно числу 

уравнений 

число неизвестных 

больше числа 

уравнений 

число неизвестных 

меньше числа 

уравнений 

число неизвестных 

не связано с числом 

уравнений 

106. В системе рекурсивных уравнений: 

число неизвестных 

больше числа 

уравнений 

число неизвестных 

равно числу 

уравнений 

число неизвестных 

меньше числа 

уравнений 

число неизвестных 

не связано с числом 

уравнений 

107. В системе взаимозависимых уравнений: 

число неизвестных 

больше числа 

уравнений 

число неизвестных 

равно числу 

уравнений 

число неизвестных 

меньше числа 

уравнений 

число неизвестных 

не связано с числом 

уравнений 
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108. В системе взаимозависимых уравнений переменные yi  рассматриваются: 

как зависимые, так  

и как независимые 

переменные 

только как 

зависимые 

переменные 

только как 

независимые 

переменные 

как зависимые 

переменные 

109. Приведенная форма модели является результатом преобразования: 

структурной формы 

модели 

системы 

независимых 

уравнений 

системы 

рекурсивных 

уравнений 

нелинейных 

уравнений системы 

110. Система эконометрических уравнений предполагает наличие: 

нескольких 

зависимых  

и нескольких 

независимых 

признаков 

одного зависимого  

и совокупности 

независимых 

признаков 

одного зависимого  

и нескольких 

независимых 

признаков 

нескольких 

зависимых и одного 

независимого 

признаков 

111. Двухшаговый метод наименьших квадратов применяется для оценки параметров: 

систем 

эконометрических 

уравнений 

нелинейных 

уравнений регрессии 

линеаризованных 

уравнений регрессии 

временных рядов 

112. В левой части системы взаимозависимых переменных, как правило, находится: 

одна зависимая 

переменная 

одна независимая 

переменная 

несколько зависимых 

переменных 

несколько 

зависимых 

переменных  

и случайная 

величина 

113. Под идентификационной моделью подразумевается: 

единственность 

соответствия между 

приведенной и 

структурной 

формами моделей 

адекватность модели достоверность 

модели 

существование 

нескольких 

приведенных 

моделей для одной 

структурной формы 

114. Система рекурсивных уравнений включает в каждое 

последующее 

уравнение в качестве 

факторов все 

зависимые 

переменные 

предшествующих 

уравнений с набором 

собственно факторов 

последующее 

уравнение в качестве 

зависимых 

переменных 

собственно факторы 

предшествующих 

уравнений 

предыдущее 

уравнение в качестве 

факторов все 

зависимые 

переменные 

последующих 

уравнений с набором 

собственно факторов 

уравнение в качестве 

факторов все 

зависимые 

переменные с 

набором собственно 

факторов 



180 

115. Приведенная форма модели представляет собой систему: 

линейных функций 

эндогенных 

переменных от 

экзогенных 

обратных функций 

эндогенных 

переменных от 

экзогенных 

случайных функций 

эндогенных 

переменных от 

экзогенных 

нелинейных 

функций эндогенных 

переменных от 

экзогенных 

116. На первом этапе применения косвенного метода наименьших квадратов: 

структурная форма 

преобразуется  

в приведенную 

приведенную форму 

преобразуют  

в структурную 

проводят процедуру 

линеаризации 

структурной формы 

модели 

проводят процедуру 

линеаризации 

приведенной формы 

модели 

117. В системах рекурсивных уравнений количество переменных в правой части каждого 

уравнения определяется как 

сумма количества 

зависимых 

переменных 

последующих 

уравнений и 

количества 

независимых 

факторов 

сумма количества 

независимых 

переменных 

предыдущих 

уравнений и 

количества 

независимых 

факторов 

разность количества 

зависимых 

переменных 

предыдущих 

уравнений и 

количества 

независимых 

факторов 

разность количества 

независимых 

переменных 

последующих 

уравнений и 

количества 

независимых 

факторов 

118. Структурными коэффициентами модели называются коэффициенты … в структурной 

форме модели 

только при 

экзогенных 

переменных 

при экзогенных и 

эндогенных 

переменных 

только при 

эндогенных 

переменных 

свободных членов 

119. Последовательность коэффициентов автокорреляции уровней различных порядков 

называется: 

автокорреляционной 

функцией 

коэффициентами 

автокорреляций 

коррелограммой стационарной 

лаговой функцией 

120. Если наиболее высоким оказался коэффициент автокорреляции 1 порядка, то 

исследуемый ряд содержит только: 

тенденцию циклические 

колебания  

сильную нелинейную 

тенденцию 

случайную 

компоненту 

121. Временной ряд – это совокупность значений экономического показателя: 

за несколько 

последовательных 

моментов (периодов) 

времени 

независящих от 

времени 

по однотипным 

объектам 

за несколько 

непоследовательных 

моментов (периодов) 

времени 

122. В общем случае каждый уровень временного ряда формируется под воздействием: 

тенденции, сезонных 

колебаний и случай-

ных факторов 

сезонных колебаний 

и случайных 

факторов 

случайных 

временных 

воздействий 

тенденции и 

случайных факторов 
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123. Автокорреляционной функцией временного ряда называется: 

последовательность 

значений 

коэффициентов 

автокорреляции 

различных порядков 

последовательность 

отношений 

коэффициентов 

автокорреляции к 

величинам 

соответствующих 

лагов 

зависимость 

коэффициентов 

автокорреляции 

первого порядка от 

числа уровней 

временного ряда 

последовательность 

приращений 

коэффициентов 

автокорреляции 

уровней различных 

порядков 

124. Мультипликативная модель содержит исследуемые факторы: 

в виде сомножителей в виде слагаемых в виде их отношений в виде комбинации 

слагаемых  

и сомножителей 

125. Аддитивная модель содержит исследуемые факторы: 

в виде слагаемых в виде сомножителей в виде комбинации 

слагаемых и 

сомножителей 

в виде их отношений 

126. Уровень временного ряда может формироваться под воздействием тенденции, 

сезонных колебаний и 

случайных 

воздействий 

тренда циклических 

колебаний 

динамической 

составляющей 

127. Временной ряд характеризует следующее: 

данные, 

описывающие один 

объект за ряд 

последовательных 

моментов (периодов) 

времени 

совокупность 

последовательных 

моментов (периодов) 

времени 

зависимость 

последовательных 

моментов (периодов) 

времени 

данные, 

описывающие 

совокупность 

различных объектов 

в определенный 

момент (период) 

времени 

128. Основной задачей моделирования временных рядов является: 

выявление и 

придание 

количественного 

значения каждой из 

трех компонент 

исключение уровней 

из совокупности 

значений временного 

ряда 

исключение 

значений каждой из 

трех компонент из 

уровней ряда 

добавление новых 

уравнений  

к совокупности 

значений 

временного ряда 

129. Уровнем временного ряда является: 

значение временного 

ряда в конкретный 

момент (период) 

времени 

среднее значение 

временного ряда 

совокупность 

значений временного 

ряда 

значение 

конкретного 

момента (периода) 

времени 
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